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Vorwort. 



Wenn aus dem fluthenreichen Strome geometrischer Lehr- 
bücher eine neue Erscheinung iauftaucht, welche nicht aus dem 
Kreise der langerprobten Schulpraktiker hervorgegangen ist, son- 
dern die ihren Ursprung auf einen Jüngern akademischen Docen- 
ten zurückführt, so wird zwar eine Rechtfertigung derselben nur 
in ihr selbst. gefunden werden können; immerhin aber wird es 
erlaubt sein, ihre Absichten und Ziele in einem Vorwort aus- 
einanderzusetzen und zu begründen. 

Der Verfasser dieser Schrift ist seit mehreren Jahren mit 
dem obligatorischen Unterrrichte in der synthetischen Geometrie 
betraut, welcher die Studirenden der mathematischen Fach- 
lehrerschule am Schweizerischen Polytechnikum in die Methoden 
der genannten Wissenschaft einführen soll. In seinen Vorträgen 
hat er fortwährend die Erfahrung gemacht, dass die Vorbildung 
seiner Zuhörer eine Reihe von Lücken bot, 'die in erster Linie 
auszufüllen waren, bevor das eigentliche Thema behandelt wer- 
den konnte. 

Aus diesem Bedflrfuisse ging ein CoUeg hervor: „Einlei- 
tung in die synthetische Geometrie", welches durch vielseitige 
Ueberarbeitungen bei mehrfacher Wiederholung das Material zu 
dem vorliegenden Büchlein geliefert hat. 

Es galt zunächst, unter möglichst geringen Voraussetzungen 
das räumliche Anschauungsvermögen der Zuhörer auszubilden. 



IV "• Vorwort. 

Zu diesem Zwecke wurden schon im ersten Hauptabschnitte bei 

m 

Behandlung der „ Trans versalentheorie" nach Erledigung einer 
planimetrischen Partie die entwickelten Sätze, soweit es anging, 
in den Raum übertragen. Den Sätzen über das ebene Dreieck 
folgen die entsprechenden Sätze über das körperliche Dreieck 
und das Tetraeder, neben den harmonischen Punkten und 'Strah- 
len werden auch die harmonischen Ebenen betrachtet; ein eige- 
nes Kapitel ist femer den linearen Transformationen in der 
Ebene und im Baume gewidmet. Noch inniger gestaltet sich 
der Zusammenhang zwischen ebenen und räumlichen Figuren 
im zweiten Hauptabschnitte über „Kreis und Kugel", in wel- 
chem jedes Kapitel sowohl planimetrische als stereometrische 
Sätze enthält, die sich gegenseitig erläutern. Bei der Ableitung 
der Fundamentalsätze über Potenz, Aehnlichkeitspunkte und 
harmonische Eigenschafken des Kreises ist dargethan, dass die 
räumlichen Anschauungen sogar unter Umständen einfacher zum 
Ziele führen, als die Rechnungen, welche die Planimetrie zum 
Beweise dieser Sätze bedarf. 

Der Verfasser verhehlt sich nicht, dass der eingeschlagene 
Weg trotzdem er (abgesehen von einigen einfachen Formeln 
der Trigonometrie) eigentlich nur die ersten Elemente der 
Planimetrie und Stereometrie voraussetzt, für die Schüler kein 
leichter sein wird, weil er in jedem Augenblick die vollste Auf- 
merksamkeit und eine hinreichende Kenntniss des Vorhergehen- 
den in Anspruch nimmt. Er hat in seinen Vorlesungen genug- 
sam die Erfahrung gemacht, dass gerade die ersten Schritte auf 
dem Gebiete der synthetischen Geometrie die schwierigsten sind, 
glaubt aber, dass durch eine gründliche Verarbeitung des ge- 
botenen Materials ein genügendes Verständniss auch auf der- 
jenigen Stufe erreicht werden kann, für welche diese „Einlei- 
tung" geschrieben ist. 

Freilich wird dazu erforderlich sein, dass in der Schule die 
Geometrie zu einer grossem Bedeutung gelange, als bis anhin. 
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Realschulen, welche ihre Zöglinge auf polytechnische Schulen 
vorbereiten, werden zu dieser Ausdehnung des geometrischen 
Unterrichts um so eher geneigt sein, als die technische Bildung 
eine wesentlich constructive ist und deshalb ein entwickeltes 
räumliches Anschauungsvermögen verlangt. Dies wird in erhöh- 
tem Masse der Fall sein müssen, wenn die darstellende Geo- 
metrie in ihrer naturgemässen Entwickelung sich immer mehr 
auf die rein synthetische Richtung stützt. Es darf also diese 
Schrift, namentlich wenn den in ihr enthaltenen Theorien, 
Lehrsätzen und Constructionen immer die praktische Ausfüh- 
rung in sorgfältig anzufertigenden Zeichnungen beigegeben 
wird, zugleich als Hilfsmittel für die darstellende Geometrie 
angesehen werden. 

An Gymnasien wird die letztere Rücksicht zwar wegfallen; 
es lassen sich aber nicht minder gewichtige Gründe dafür an- 
geben, dass auch an diesen Lehranstalten der geometrische Un- 
terricht ausgedehnt, ja in den obersten Klassen geradezu ^Is 
Mittelpunkt des mathematischen Unterrichts behandelt werde. 
Nur wenn dies geschieht, wird es möglich sein, der Mathematik 
als einer geistig anregenden und bildenden Disciplin die ge- 
Tiörige Stellung gegenüber und inmitten der klassisch -philo- 
logischen Wissenschaft zu erringen und zu bewahren. 

Noch eine persönliche Bemerkung sei dem Verfasser ge- 
stattet. Li streng wissenschaftlichen Kreisen werden Leistungen, 
wie die vorliegende, häufig mit einer grossen Missachtung und 
Geringschätzung betrachtet. Es hat ihn dies nicht abgehalten, 
die Veröffentlichung derselben zu wagen; er ist sich bewusst, 
nicht infolge einer heutzutage freilich ziemlich verbreiteten 
Sucht der Vielschreiberei die Arbeit übernommen zu haben, 
sondern er glaubt vielmehr gerade der Wissenschaft einen 
Dienst zu leisten, wen^ er die Wege, die zu ihr hinführen, 
nach seinen bescheidenen Kräften zu ebnen und zu erleichtern 
sucht. Im Uebrigen darf er wohl darauf hinweisen, dass sogar 
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die grössten Mathematiker seines Vaterlandes, der Schweiz, es 
nicht verschmäht haben, für die Verbreitung der Wissenschaft 
in weiten Kreisen zu sorgen; Männern aber, wie einem Leon- 
hard Euler, einem Jakob Steiner, werden doch auch die 
Strengstgesinnten aus diesem ihrem Bestreben nicht einen Vor- 
wurf machen wollen. 

So sei denn dieser Versuch, die synthetische Geometrie der 
Schule zugänglich zu machen, einer vorurtheilsfreien Berücksich- 
tigung der Lehrer und Schüler dieser Wissenschaft empfohlen, 
und wenn namentlich die Schweizerischen Lehranstalten das 
Büchlein freundlich aufuehmen, so wird ein gern gehegter 
Wunsch des Verfassers in Erfüllung gehen. 



C. F. G. 
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Erstes Kapitel. 

Die Transversalen im Dreiecke. 

§ 1. 

Brei Punkte in gerader Linie* 

Zieht man durch ein beliebiges Dreieck ABC, dessen Sei- 
ten unbegrenzt verlängert gedacht werden, eine Transversale, 
welche der Allgemeinheit wegen weder eine Ecke des Dreiecks 
enthalten, noch einer seiner Seiten parallel laufen soll, so sind 
zwei verschiedene Fälle möglich. Seien nämlich ÄB'C die 
Durchschnitte der Transversalen resp. mit den Seiten BC, CA, 
ABy so können entweder zwei dieser Punkte auf begrenzten 
Seiten des Dreiecks liegen, während der dritte auf die Ver- 
längerung einer- Seite fällt, oder es können alle drei Durch- 
schnittspunkte auf den Verlängerungen der Seiten sich befinden; 
eine andere Anordnung ist nicht möglich. Unter allen Umstän- 
den aber gilt für die sechs Abstände, welche durch die Punkte 
ÄB'C auf den Dreieckseiten erzeugt werden (von jedem dieser 
Punkte aus nach den Ecken derjenigen Seite gerechnet, auf 
welcher er liegt), die Relation: 

BC\GA\AB'^BX.aA.AB, 

d. h. das Produkt dreier nicht aneinanderliegender von den sechs 
Abschnitten ist gleich dem Produkte der drei ahderen. 

Zum Beweise ziehe man durch A eine Parallele zu A B'C\ 
welche BC in A' treffen möge. Es ist dann A BCA' (^ BAÄ\ 

n^ A Tf A^ 

also B C : CA = BÄ : ÄÄ' und ÄÄ' = '^. . Ebenso 

jD U 

Geiser, Eiuleit. in die synthet. Geom|trie. 1 
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Transversalentheorie. 

Fig. 1. folgt, weil A CB'Ä<^ CAÄ' 

ist, AA = y^YP — 5 ^16 

Gleichsetzung der beiden ge- 
fundenen Werthe für ÄÄ' 
^^ gibt die zu beweisende Re- 

"" ^ lation. 

^^-^. Liegen nun umgekehrt auf 
"^ den Seiten BC, CA, AB 
. \ „ eines Dreiecks drei Punkte 

\ ÄB'C so, dass erstens ent- 

weder einer von ihnen auf einer verlängerten Seite und die 
beiden anderen auf begrenzten, oder aber alle drei auf verlän,- 
gerten Seiten sich befinden und zweitens die Relation 

BC . CA . AB' = B/G.C'A . AB 
zwischen den sechs auf den Seiten des Dreiecks erzeugten Ab- 
schnitten besteht, so liegen die Punkte A'B'C auf einer Ge- 
raden. Wäre dies nicht der Fall, sondern wäre A^ statt Ä 
der Schnittpunkt von B'C mit BCy so müsste nach dem vor- 
hin bewiesenen Satze sein: 

BC . CA^ . AB' = B'C . CA . A,B, 
während nach Voraussetzung 

BC . CA' . AB'^BV.C'A . A'B 

ist. Durch Division folgt: 

CA' TIA' 

^ = g^ oder BA : CA' = BA,:CA, 

und demnach 

BA' + CA' : CA'=^BA, + CA, : CA,, 
also 

BC:CA' = BC:CA,, 

woraus sich schliesslich ergibt: 

CA'=:CA,, 

d. h. A' und A, fallen zusammen. 

Hier ist stillschweigend vorausgesetzt, dass A' (wie es in 
Fig. 1 gezeichnet ist) auf der begrenzten Seite BC des Drei- 
ecks ABC sich befinde. Der andere Fall, wo dieser Punkt auf 
einer verlängerten Seite des Dreiecks liegt, erledigt sich ebenso 
leicht, indem nur bei der Umformung der Proportion 

BA'iCA'==:BA,:CA, 
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die Differenz statt der Summe der auf gleicher Seite des Gleich- 
heitszeichens befindlichen Strecken einzuführen ist. 

Von diesem Satze kann man Gebrauch machen, um den 
folgenden zu beweisen: Wenn die drei Geraden AÄy BB', CC, 
welche die Ecken zweier Dreiecke ABC, ÄB'C resp. verbin- 
den , durch einen und denselben Punkt laufen, so schneiden 
sich die entsprechenden Seiten BC und B'C'y CA und C'Ä, 
AB und AB' in drei Punkten Ä' B'' C'\ welche auf einer Ge- 
raden liegen. 

Zum Beweise hat man für /S.OÄ B' und die Transver- 
sale ABl 

OB . AÄ . B' C" = OA . BB' . C"^'; 

femer für AOB'C und die Transversale BC: 

OC. BB' . CA' = OB . CC . A'B', 

ebenso schliesslich für ^OC Ä und die Transversale CA\ 

OA . CC . ÄB'' = OC.AÄ . B^'C 

Durch Multiplication der drei erhaltenen Gleichungen erhält man : 

B'C" . CA' . A'B" = B''C . CA' . A"B'. 

Bedenkt man jetzt, dass Fig. 2. 

^"jB"(7" Punkte auf den 
Seiten des Dreiecks A'B'C 
sind und dass sie, vne 
die Figur 2 zeigt, der 
Situationsbedingung des 
Fundamentalsatzes Ge- 
nüge leisten, so erkennt 
man die Richtigkeit des 
aufgestellten Satzes. 

Zwei Dreiecke, wie die 
eben behandelten ABC 
und A'B' C j heissen per- 
spectivisch liegende Drei- 
ecke. Die von ihnen be- 
wiesene Grundeigenschaft 
kann dazu benutzt wer- 
den, einen Punkt C" auf 

der Geraden A"B" zu bestimmen, wenn der directen Ausfüh- 
rung dieser Operation Hindernisse entgegenstehen, und zwar 

1* 
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kann diess mit einziger Hülfe des Visirens, resp. mittelst des 
Lineals allein geschehen. Man wähle auf zwei beliebig durch 
Ä' gelegten Geraden Punkte B und (7, B' und C; die Ge- 
raden CC\ BB' treJBFen sich dann in einem Punkte 0, durch 
welchen man wieder eine willkürliche Gerade zieht. Diese 
schneidet CB'' in J., C B" in. Ä\ Schliesslich lege man die 
Geraden AB, Ä B\ welche sich nun in einem Punkte C" auf 
der Geraden Ä' B'' treffen. 

Der an die Spitze dieses Paragraphen gestellte Satz, oder 
besser gesagt, dessen Umkehrung, dient auch zum Beweise des 
Satzes : Fällt man von irgend einem Punkte des einem Drei- 
ecke ABC umgeschriebenen Kreises aus Perpendikel OA'^ OB', 
OC auf die drei Seiten BC, CA, AB, so liegen deren Puss- 
punkte Ä B' C in einer Geraden. 

pig, 3. Da nämlich in einem Kreise Pe- 

> ripheriewinkel über demselben Bogen 

gleich gross sind, so ist: 

AOBC'<^OB'C, 



■~-c/^ 



/ 



\ d. h. 



\ 



\ 



^'s 



\ 



BC':OB = B'C:OC, 

'-'' "" oder 

BC\OC=^B'C.OB', 



^ , oder 



\ ^ \ ' ebenso 



\ 






/ AOCÄ^OCA, 

. ^ j&^ also 
,/\ /^\ CA\OA = C'A,OC, 

^ >V'' schliesslich 



/ 



^^ 



AOAB'c^OÄB, 



deshalb 

AB' .OB = ÄB,OA. 

Multiplicirt man die drei Gleichungen miteinander, so ergibt 
sich ! 

BC'\CÄ .AB' = B'C,C'A,A'B, 

was, da die Situationsbedingung erfüllt ist (zwei der Punkte 
A'B'C Hegen auf begrenzten Seiten des Dreiecks, der dritte 
auf der Verlängerung der dritten Seite), den angegebenen Satz 
beweist. 

Wenn man den Punkt auf der dem Dreieck ABC um- 
schriebenen Kreislinie herumbewegt, so verändert die Gerade 
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AB' C ihre Lage. Wenn in eine Ecke des Dreiecks ABC 
föUt, so ist Ä'B'C daß von dieser Ecke aus auf die gegen- 
überliegende Seite gefällte Perpendikel, und wenn der zweite 
Endpunkt eines Durchmessers ist, welcher eine der Ecken des 
Dreiecks enthält, so wird Ä B' C die dieser Ecke gegenüber- 
liegende Dreieck^ite sein. Fasst man die beiden ausgesproche- 
nen Bemerkungen zusammen, so ergeben sie einen speciellen 
Fall eines allgemeineren Satzes : Sind und 0^ die Endpunkte 
eines Durchmessers in dem Kreise, welcher durch ABC geht, so 
sind die beiden ihnen zugehörigen Geraden der Punktet' 5 'C, 
A^B^C^ zu einander senkrecht. 

Es gilt ferner der nachfolgende Satz: Zieht man in den 
Ecken ABC eines Dreiecks die Tangenten AA\ BB', CC an 
den dem Dreieck umschriebenen Kreis, so schneiden dieselben 
die gegenüberliegenden Seiten BCj CA, AB in drei Punkten 
Ä B' C\ welche sich auf einer und derselben Geraden befinden. 

Es ist zunächst Fi^- **• 

AAÄBc^AÄC, 

denn diese beiden Drei- 
ecke haben den Win- 
kel bei A' gemein, und 
femer ist 

^^ACB = BAÄy 

weil diese Winkel als 
Peripheriewinkel über 
demselben Bogen an- 
gesehen werden kön- 
nen. Aus dieser Aehn- 
lichkeit ergibt sich: 

^^= BA 5 "^^^—CÄ 

In ähnlicher Weise hat man ^ BB'C r^ BB'A, daraus folgi: 

A -rtf AB.BB Tif yy CB.BB 

Schliesslich ist ACC Äc^CC B mvA deshalb 
x>/-»/ B C . CC n^ 4 AC . CC 
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Durch Multiplication je dreier auf derselben Seite stehenden 
Gleichungen und Vergleichung der sich ergebenden Resultate 
erhält man sofort: 

Die Situationsbedingung für die Punkte Ä'B'C ist erfüllt (alle 
drei Punkte liegen auf Verlängerungen der Dreieckseiten) und 
demnach der aufgestellte Satz bewiesen. 

§2. 
Drei gerade Linien durcli einen Funkt. 

Zieht man durch einen beliebigen Punkt nach den Ecken 
eines Dreiecks ABC Strahlen OÄj OB, OC und verlängert 
dieselben bis sie die gegenüberliegenden Seiten schneiden, so 
erhält man auf diesen drei Punkte Ä B'C, welche entweder 
alle drei auf begrenzten Seiten des Dreiecks liegen, oder welche 
so vertheilt sind, dass nur einer auf einer begrenzten Söite sich 
befindet, während die beiden anderen auf verlängerte Seiten 
fallen. Beide Mal gilt für die Abschnitte, welche AB'C auf 
den Seiten BC, CA, AB erzeugen, die Gleichung: 

BC\CÄ .AB'=:B'C.C'A.ÄB, 

welche vollständig mit derjenigen für den Fnndamentalsatz des 
§ 1 übereinstimmt. Was einzig den Unterschied zwischen den 
beiden Sätzen hervorbringt, ist die Verschiedenheit der Ver- 
theilung der Punkte Ä B' C auf die Dreieckseiten und ihre 
Verlängerungen. Um nun die metrische Relation zu beweisen, 
berücksichtige man das Dreieck ABA und die Transversale 
(7(7'; man hat für sie: 

Fig. 5. BC\CÄ.OA=^C\A.BC,OÄ', 

ebenso für das Dreieck ACA' 
und die Transversale BB': 

AB\BC.OÄ=^B'C.ÄB.OA. 

Die Multiplication der beiden 
Gleichungen gibt: 

BG\CÄ,AB'^B'G.CA.AB. 

Wenn umgekehrt, die Si- 
tuationsbedingung als erfüllt vor- 
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ausgesetzt, auf den Seiten eines Dreiecks ABC drei Punkte 
Ä B' C so liegen, dass 

BC\&A .AB' = B'C.G'A.ÄB 

ist, so schneiden sich die' Geraden AÄy BB\ CG' in einem 
Punkte. 

Wäre ^1 und nicht A' der Schnittpunkt der durch A und 
den Schnittpunkt von BB' und CC gezogenen Geraden mit 
BC, so hätte man neben der bereite gegebenen Gleichung die 

andere BG\CA,,AB'==B'C.C'A.A,B, 

welche der vorige Satz unmittelbar ergibt. Aus den beiden 

Gleichungen folgt: 

BA' A'C 

BA.^A.C 
oder 

BA':A'C = BA,:A,C, 

BA' + A'C:A'C=BA^ + A,C:A,C, 

und lÄter Zuhilfenahme der Fig. 5: 

BC:A'C^BC:A,C, 
ÄC^A.C, 
d. h. Ä und A^ fallen zusammen. Läge Ä nicht auf der Seite 
BC des Dreiecks ABC selbst, sondern auf der Verlängerung 
derselben, so müsste dieser Bew^eis einer übrigens nur ganz 
geringen Modification unterworfen werden. 

In den nachfolgenden Anwendungen des Satzes ist das Er- 
fülltsein der Situationsbedingung so leicht nachzuweisen, dass 
man überall nur die metrische Relation abzuleiten hat. 

1. Verbindet man in einem Dreiecke ABC die Ecken mit 
den Mitten A' B' C der gegenüberliegenden Seiten, so schnei- 
den sich die Geraden AA\ BB\ CC ^Iq, 6 

in einem und demselben Punkte (dem 
Schwerpunkte des Dreiecks). 

Es ist in der That: BG' = C'A, 
CÄ^AB, AB' = B'C, so dass durch 
Multiplication folgt: 
BC\ CA\ AB'=: B'C , C A . A B. 

2. Zieht man in einem Dreieck ABC 
von den Ecken aus Gerade nach den 
Berührungspunkten A B' C des ein- 
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geschriebenen Kreises mit den gegenüberliegenden Seiten, so 
schneiden sich diese Geraden in einem und demselben Punkte. 

Fig. 7. Da BC^ÄB, CA = B'C, 

ÄB'^C'Ä, so ist 

BC\CÄ\ÄB' = B'G.C'Ä,Ä'B. 

3. Die drei Perpendikel AÄ\ 
BB'j CC, welche. man von den 
Ecken eines Dreiecks ABC aus 
auf die gegenüberliegenden Sei- 
ten fällen kann, schneiden sich in 
\« einem Punkte (dem Höhenpunkte 
des Dreiecks). 

Man hat 

ABAÄcsjBCC\ 
also 

BÄ:BA=^BC':BC 

und 

BG\AB=^AB.BC', 
ferner 

ACBB' ^CAA\ 
deshalb 

CA.BC=B'^C,AC', 
endlich 

AACC r^ABB\ 
folglich 

AB\CA:=^CA.AB. 
Durch Multiplication ergibt sich: 

BC\ CA. AB' = B'C. CA . AB. 

Mit Hilfe des eben bewiesenen 
Satzes kann man die Aufgabe lösen, 
von dem unzugänglichen Schnitt- 
punkte zweier Geraden aus ein Per- 
pendikel auf eine gegebene Gerade 
BC zu fällen. In der That, sei A 
der unbekannte Schnittpunkt, fer- 
ner seien B und C die Schnitt- 
punkte von BC mit den beiden 
sich in A treflfenden Geraden, so 
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♦ 

construire man die beiden Perpendikel von B auf CA und von 
C auf ÄBy so wird, wenn der Schnittpunkt derselben ist, 
das Perpendikel von auf BC durch Ä gehen müssen. 

4. Halbirt man die drei Winkel in einem Dreieck, so schnei- 
den sich die Halbirungsgeraden in einem Punkte (dem Mittel- 
punkte des Kreises, welcher sich dem Dreiecke einschreiben 
lässt). 

Wir bedürfen zunächst Änes Hilfssatzes : In einem Dreieck 
ABC theilt die Halbirungsgerade AA' eines Winkels die gegen- 
überliegende Seite BC in zwei Abschnitte, welche sich wie die 
anliegenden Seiten verhalten. 

Zum Beweise ziehe Fig. 10. 

man CG" parallel mit ^, .,• 

AA\ dann ist .^^ 

<XACC' = CAA' X \ 

^ÄAB^AC'C, / X^' 

Nun ist y ! y \ 

AABA'c^C'BC, _rX__ /r ' _ _ ^x- 

also y' ^ ^ 

BA\CA^BA\AC", 

oder, da AC'^CA ist, 

BÄ\CA'=BA',CA, 

Werden jetzt in einem Dreieck ABC die Halbirungsgera- 
den der Winkel mit AÄj BB\ CC bezeichnet, so ist: 

AC'iC'B^ACiCB j,.^^j 

oder 

BC'.AC^C'A.BC', y 

BA:CÄ=AB:AC ' ^'^ 

oder ß'/ 

CA\AB^ÄB.AC', ' 

CB':AB'=BC:AB 
oder - -/l 

AB'.BC^BCAB, / 

und durch Multiplication : 

BC\CÄ,AB'=^B'C,C'A,ÄB. 
Der Satz verhilft zur Construction der Halbirungslinie eines 
Winkels mit der unzugänglichen Spitze A. Man ziehe eine Ge- 
rade, welche die beiden Schenkel in 5 und C trefiFen möge und 
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Fig. 12. 





halbire die Winkel ABC 
und^CjB; der Schnittpunkt 
der Halbirungslinie sei a. 
Eine zweite Gerade ergebe 
auf den Schenkeln des vor- 
gelegten Winkels die Punkte 
B' C\ während die Halbi- 
rungsgeraden der entstehen- 
den Winkel sich in a schnei- 
den sollen, dann wird die 
~ Verbindungsgerade aa! die 
gesuchte Winkelhalbirende 
von A sein. 

Ganz in derselben Weise, wie gezeigt worden ist, dass in 
einem Dreieck ABC die Halbirungslinie AÄ des Winkels A 
an der Spitze die Grundlinie BC im Verhältniss der anliegen- 
den Seiten AB und AC theilt, kann nachgewiesen werden, 
dass auch die Halbirungslinie Aa des Nebenwinkels von A die 
Grundlinie im Verhältniss von AB und AC theilt. Eine Strecke 
BC wird also durch zwei verschiedene Punkte in einem bestimm- 
ten Verhältniss getheilt, von denen der eine sich auf der Strecke 
selbst, der andere aber auf der Verlängerung derselben sich 
befindet. Ausser .diesen beiden Punkten gibt es, wie durch 
Umkehrung des zum Beweise des genannten Hilfssatzes an- 
gewandten Verfahrens oder durch directe Ableitung sofort ein- 
zusehen ist, keine anderen, welche der gestellten Bedingung 
Genüge leisten. Wenn demzufolge die Grundlinie eines Dreiecks 



Fig. 13. 



fest bleibt, während 
die Spitze A sich so ver- 
ändert, dass das Ver- 
hältniss der Seiten ei- 
nen Constanten Werth 
behält, so gehen die 
Halbirungslinien der 
.Winkel bei A (die Drei- 
eckseiten unbegrenzt 
gedacht) durch zwei feste Punkte Ä und a auf der Grundlinie. 
Damit ist nun der Punkt A in seiner Bewegung vollkommen 
bestimmt, denn da die erwähnten Halbirungsgeraden senkrecht 
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zu einander stehen, so wird der Winkel Ä Ad unter allen Um- 
ständen ein Rechter sein, d. h. : wenn in einem Dreieck ABC 
die Grundlinie BC fest bleibt und ebenso das Verhältniss der 
beiden Seiten AJB und A C ein constantes ist, so liegt die Spitze 
A auf einem Kreise, der über der Entfernuiig von zwei durch 
das gegebene Verhältniss bestimmten Punkten als Durchmesser 
beschrieben werden kann. Soll eine Strecke BC in einem ge- 
gebenen Verhältnisse getheilt werden, so construire man über 
BC ein Dreieck ABC, dessen Seiten AB und ^C in dem ge- 
gebenen Verhältniss stehen. Die Halbirungsgeraden des Win- 
kels A und seines Nebenwinkels schneiden dann auf BC die 
beiden Punkte aus, welche die Aufgabe lösen. 



§3. 
Quadratsnmmen von Strecken. 

Fällt man von einem Punkte aus Perpendikel OA', OB', 
OC auf die Seiten BC, CA, AB eines Dreiecks, so ist: 

BC'^ + CA'^ + AB'' = B'C'+C'A^ + A'BK 



Fig. 14. 



In der That hat man 
BC'^+OC''=A'B^+OA'^, 

AS^ + 0B'^= CA^+ OC'2, 

woraus durch Addition die 
angeschriebene Gleichung 
folgt. 

Liegen umgekehrt drei 
Punkte AB' C resp. so auf 
den Seiten eines Dreiecks 
ABC, dass 

BC"' + CÄ^ + AB"' 
= B'C^+C'A^ + A'B% 

so schneiden sich die in diesen Punkten auf die Seiten errich- 
teten Perpendikel in einem Punkte. 

Man hätte, wenn Aj^ und nicht A' der Pusspunkt des vom 
Schnittpunkte der Perpendikel in B' und C auf BC gefällten 
Perpendikels wäre, neben der vorausgesetzten Gleichung die 
andere : 
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also durch Sabtraction 

oder 

(BÄ + ÄC) (BÄ'-ä'C) = {BA^ + A^ C) {BA, - A^ C). 

Jetzt ist BÄ' + ÄC=BA^ + A ^9 ^^^ beide, insofern die 
Fig. 14 zu Grunde gelegt wird, gleich BCy also auch 

BÄ^ÄC=BA^^A^C 

und aus diesen beiden Belationen 

BÄ' = BÄ^ und CÄ'==CÄ,', 

demnach fallen Ä' und Ä^ zusammen, d. h. der vorhin bewiesene 
Satz darf umgekehrt werden. Die Untersuchung derjenigen Fälle, 
in welchen die Punkte J.' 5' C in anderer Weise auf den Seiten 
des Dreieqks ABC vertheilt sind, als in Fig. 14, wird in ana- 
loger Weise durchgefürt. 

Einige einfache Anwendungen dieses Satzes sind die nach- 
folgenden : 

1. Die Perpendikel, welche man in den Mitten AB' C der 
Seiten eines Dreiecks ABC errichten kann, schneiden sich in 
einem Punkte (dem Mittelpunkte des Kreises, welcher dem 
Dreieck umschrieben werden kann). 

Es ist nämlich 
BC^C'A, 
CA'^ÄB, 
AB'^B'C, 
und demnach 

BC'^+CA'^+AB'^ 
^B'C^+C'A^+A'BK 

2. Die drei Höhen eines 
Dreiecks schneiden sich in einem 
Punkte (§ 2,3). 
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B'C^=BC^-BB'^', 

C'A^ = CA^-CC'^; 



Man hat (siehe Fig. 8) : 

BC'^=BC^-CC'^, 
CA'^^CA^-AA'^, 
AB'^=AB^-BB'\ A'B^^AB^-A'A'^y 

also wirklich: 

BC'^+ CA'»+ AB'^= B'C^+ C'A^+ AB\ 
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3. Werden in einem Dreieck ABC die Fusspunkte der 
Höhen mit Ä'B'C bezeichnet, so schneiden sich die Perpen- 
dikel, welche man von A auf B'C\ vofi B auf CA' und von 
C auf A'B' fallen kann, in einem Punkte. 

Seiend", 5", C" • ^'^'^^' 

die Fustepunkte der , i ^ %-- 

genannten Perpen- ~--\L? 1 .'"^ / \ 

dikel, so ist 

B'C"«=B'C«-CC"«, 

C'Ä"*=C'Ä*-ÄÄ"*, 
C"A'>=CÄ'»-CC"'] 

A'jr'*=Ä'B»-BB"% 
A"B'^=AB''-ÄA"^', 

und deshalb 







/A^. 




B\ 



Fig. 17. 



weil, wie im vorigen Satze gezeigt worden ist, 

BC'^ + CÄ^ + AB'^ = B'C^ + C'A^ + A'BK 

Nach einem bekannten Satze der Planimetrie besteht in 
einem Dreieck ABC zwischen den Seiten JBC, CA, AB und 
der Geraden CC\ welche die Spitze C mit der Mitte (7' der 
Grundlinie verbindet, die Relation: 
BC^ + CA^=^2{^ABy + 2CC'^ 
oder auch 
BC^ + CA^ = 2AC'^ + 2CC'^ 

Es lässt sich daraus der Satz 
ableiten : Verändert sich ein Dreieck 
derart, dass seine Grundlinie fest 
bleibt und ebenso die Summe der 
Quadrate der beiden übrigen Seiten 
einen constanten Werth behält, so 
bewegt sich die Spitze in einem 
Kreise, dessen Mittelpunkt die Mitte 
der Grundlinie ist. In der oben angeschriebenen Formel sind 
nämlich nach Voraussetzung BC^ + CA^ und AC'^ gegebene, 
unveränderliche Grössen,, demnach ist auch CC'^ unveränderlich, 
d. h. C behält einen constanten Abstand von C 
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Die Geraden, welche in einem Dreiecke die Ecken ABC 
mit den Mitten ÄB'C der gegenüberliegenden Seiten Terbin- 
den, heissen die Schwerlinien des Dreiecks. Man kann nun 
▼ermittelst der aufgestellten Formel nach einer ganz geringen 
Modification die Sehwerlinien durch die Seiten wie folgt aus- 
drücken: 

AAA'^^--BC' + 2CA^ + 2AB'', 

4BB'*=2BC^-' CA^ +2AB^, 
4tCC'^=2BC^ + 2CA^^ AB\ 

Wenn umgekehrt diese Gleichungen nach den Quadraten 
der Seiten aufgelost werden, so ergeben sich, wie eine kleine 
Rechnung zeigt, die Seiten durch die Schwerlinien ausgedruckt: 

4tBC^r=-(lAAy + 2{i-BBy-\-2{\CCy, 
4:CA^=2 {^AA'f- (iBBy +2{^CCy, 
4A ß2= 2 {\AAf + 2 itCCy - (f-CC^. 

Da die Form dieser Gleichungen mit der Form der vorhin 
angegebenen ToUkommen übereinstimmt, so ergibt sich der 
Satz: In einem Dreieck ABC sind die Seiten zugleich die 
Schwerlinien eines anderen Dreiecks A"B''C'\ dessen Seiten ^ 
mal so gross sind, als die entsprechenden Schwerlinien des 
Dreiecks ABC. Damit ist die Aufgabe gelöst, ein Dreieck zu 
construiren, von welchem man die drei Schwerlinien kennt. 



Zweites Kapitel. 

Dreieck und Tetraeder. Vollständige Figuren. 

§4. 

Die merkwürdigen Punkte des Preiecks. 

Mehrere der im vorigen Kapitel abgeleiteten Sätze über 
das ebene Dreieck lassen sich ohne die dort benutzte Trans ver- 
salentheorie beweisen, indem man nur einige ganz einfache Be- 
trachtungen zu Hilfe nimmt. 
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Seien Ä und B- zwei ganz beliebige Fig. 18. 

Punkte in der Ebene, so ist der Ort aller ^ 

Punkte P, welche gleichweit von Ä und / . \ 



B abstellen, das Perpendikel, welches in / 

der Mitte M von AB auf AB errichtet / 

werden kann. Umgekehrt hat auch jeder / 
Punkt P dieses Perpendikels die Eigen- / 

Schaft, dass für ihn AP=BP ist. J 

Wenn jetzt (Fig. 15) J.^ (7 drei Punkte 
in der Ebene sind, die ein Dreieck bilden, 
ferner AB' C resp. die Mitten der Seiten 
BCy GAy AB bedeuten, so wird das in 
Ä auf BC errichtete Perpendikel sich 
mit dem in B' auf CA errichteten Per- • 

pendikel in einem Punkte treffen, der von allen drei Punk- 
ten ABC gleichweit entfernt ist. In der That, da auf dem 
in Ä errichteten Perpendikel liegt, so ist OB=OC, und da 
auch auf dem in B' errichteten Perpendikel sich befindet, so 
hat man OC^OA und also OA = OB=:OC. Es muss dem- 
nach auch auf dem Perpendikel liegen, welches in C auf 
AB gefällt werden kann, d. h. : die in den Mitten der Seiten 
eines Dreiecks auf die zugehörigen Seiten errichteten Perpen- 
dikel schneiden sich in einem und demselben Punkte, dem Mit- 
telpunkte des dem Dreiecke umschriebenen Kreises. 

Es seien wieder (Fig. 6) ÄB'C die Mitten der Seiten 
eines Dreiecks ABC, es mögen sich ferner CC und AA in 
einem Punkte S schneiden. Weil nun C'A\\AC ist, so hat 
man AASCc^ ASC\ und da C'A = \CA, so muss auch 
(7'Ä=4C/S sein. Ist S^ der Punkt, in welchem BB\\md GC 
sich treffen, so wird in derselben Weise gezeigt, dass G'S^=^GS^ 
ist und daraus folgt, dass S und S' zusammenfallen, d. h. die 
drei Geraden, welche die Ecken eines Dreiecks mit den Mitten 
der gegenüberliegenden Seiten verbinden, schneiden sich in 
einem und demselben Punkte, dem Schwerpunkte des Dreiecks. 

Zieht man durch die Ecken eines Dreiecks ABC Parallele 
zu den gegenüberliegenden Seiten, so bilden diese ein neues 
Dreieck aßy, welches ABC ähnlich ist und zwar derart, dass 
die Seiten von aßy zu den entsprechenden von ABC im Ver- 
hältniss 2:1 stehen. Die Punkte ABC sind die Mitten der 
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Fig. 19. Seiten des Dreiecks ccßy] 

p -^ ^^-.r da nun in diesen die in 

, ._. w----. /JK" — ^'^' 

, /^ , \\ ^ ' den Mitten der Seiten er- 

, '' . richteten Perpendikel sich 

in einem und demselben 
Punkte schneiden, so folgt 
für das Dreieck ABC, dass 
die von seinen Ecken aus 
auf die gegenüberliegen- 
/ y den Seiten gefällten Per- 

\ / y' pendikel durch einen und 

t> '' denselben Punkt laufen, 

* und damit ist der Satz be- 

wiesen: In jedem Dreieck schneiden sich die Höhen in einem 
Punkte, dem Höhenpunkte des Dreiecks. 

Der Schwerpunkt und der Höhenpunkt eines Dreiecks stehen 
zu. dem Mittelpunkte des diesem Dreiecke umschriebenen Krei- 
ses in einer eigenthümlichen Beziehung. Die Dreiecke aßy 
und ABC haben nämlich einen gemeinsamen Schwerpunkt 8, 
in welchem sich die Geraden Aa^ Bß, Cy schneiden und zwar 
so, dass AS:=iSa, BS = lSß und CS=^Sy ist. Wie man 
nun zu irgend einer Ecke des Dreiecks ccßy^ z. B. zu a die 
entsprechende Ecke des Dreiecks ABC, also A findet, indem 
man a mit 8 durch eine Gerade verbindet und diese um \a8 
über 8 hinaus verlängert, so wird man auch aus dem Mittel- 
punkte H des dem Dreieck aßy umschriebenen Kreises den 
Mittelpunkt M des dem Dreieck ABC umschriebenen Kreises 
finden, indem man die Gerade HS zieht und um \H8 über 8 
hinaus verlängert, d. h.: In einem Dreieck liegt der Schwer- 
punkt 8 auf der Strecke HM der Geraden, welche den Höhen- 
punkt H mit dem Mittelpunkte M des umschriebenen Kreises 
verbindet und zwar so, dass H8^2HM ist. 

In dem Viereck aBHC sind die Winkel bei B und C 
Rechte, also liegen die vier Punkte aBHC in einer Kreislinie. 
Da ^aBC^ABC, so sind die den beiden Dreiecken um- 
schriebenen Kreise gleich gross; wenn man also den durch 
aBC gehenden Kreis um seine Sehne BC herumklappt, bis er 
wieder in die Ebene der Figur zu liegen kommt, so wird er 
den um ABC beschriebenen Kreis in allen "seinen Punkten 
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decken. Bei dieser Umklappung ist aber a an die Stelle des 
Fusspunktes des von cc aus auf ßy gefällten Perpendikels ge- 
rückt worden, so dass sich nach leichter üeberlegung der Satz 
ergibt: Legt man durch die Mitten der Seiten eines Dreiecks 
einen Kreis, so geht derselbe auch durch die Fusspunkte der 
Höhen dieses Dreiecks. ^ 

Unter dem Abstand Fig. 20. 

eines Punktes P von 
einer Geraden G^ ver- 
steht man die Länge des 
von P auf 6ri gefällten 
Perpendikels. Soll ein 
Punkt von zwei gegebe- 
nen Geraden G^ und G.^ 
gleichen Abstand ha- — 
ben, so muss er sich auf 
einer der beiden Halbi- 
rungsgeraden der vier 
Winkel befinden, in 
welche die Ebene durch 
6fi und G2 getheilt wird. 
Umgekehrt, wenn ein 
Punkt P auf einer der ' 

beiden Geraden liegt, / 

welche die vier von 6r^ 

und G2 gebildeten Winkel halbiren, so sind seine Abstände 
von (tj und (rg einander gleich. 

Li einem Dreieck ABC, dessen Seiten unbegrenzt genom- 
men werden, schneiden sich die Halbirungsgeraden der Dreiecks- 
winkel B und C in einem Pimkte m, der innerhalb des Drei- 
ecks liegt. Da m auf der Halbirungslinie des Winkels B liegt, 
so sind seine Abstände von AB und CB einander gleich, ebenso 
muss der Punkt m, da er auf der Halbirungslinie des Winkels 
C liegt, gleiche Abstände von AC nnd BC haben, d. h.: m ist 
gleich weit von allen drei Seiten des Dreiecks entfernt und 
muss demzufolge auf einer der Halbirungsgeraden der Winkel 
liegen, welche CA und BA init einander bilden. Von diesen 
Halbirungsgeraden geht aber nur die eine, welche den eigent- 
lichen Dreiecks winkel halbirt, durch das Dreieck, so dass sich 

Geiser, Einleit. iu die synthet. Geometrie. 2 
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Fig. 21. 
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der Satz ergibt: die Halbirungslinien der drei Winkel eines 
Dreiecks schneiden sich in einem Punkte m, dem Mittelpunkte 
des dem Dreieck eingeschriebenen Kreises. 

Die Halbirungsgeraden der Dreiecksnebenwinkel bei B und 
bei C treifen sich in einem Punkte %, durch den, wie man 
leicht beweisen kann, auch die Halbirungslinie des Dreiecks- 
winkels Ä geht, demnach ist m^ der Mittelpunkt eines Kreises, 
welcher die Seiten des Dreiecks ABC berührt. In ähnlicher 
Weise findet man, dass die Halbirungsgeraden der Dreiecks- 
nebenwinkel bei C und Ä und die Halbirungsgerade des Drei- 
eckswinkels B sich in einem Punkte m^ schneiden; schliesslich 
ergibt sich noch, dass die Halbinmgsgeraden der Dreiecksneben- 
winkel bei Ä und B und die Halbirungsgerade des Dreiecks- 
winkels C durch einen Punkt m^ laufen. Alles zusammengefasst 
hat man also den Satz: Es gibt vier Kreise, welche die drei 
als unbegrenzt angenommenen Seiten eines Dreiecks berühren; 
von denselben liegt einer innerhalb des Dreiecks und berührt 
die eigentlichen Seiten des Dreiecks, während die drei anderen 
ausserhalb des Dreiecks sich befinden und zwar so, dass jeder 
von ihnen eine eigentliche Seite und zwei Verlängerungen von 
Dreiecksseiten berührt. Da die Halbirungsgeraden der Winkel, 
welche von zwei Geraden gebildet werden, zu einander senk- 
recht stehen, so folgt: die vier Mittelpunkte der Kreise, welche 



II. Dreieck und Tetraeder. Vollständige Figuren. . 19 

die Seiten eines Dreiecks /resp. deren Verlängerungen berühren, 
liegen derart, dass jeder von ihnen der Höhenpunkt des von 
den drei anderen gebildeten Dreiecks ist. 

Die Lösung einiger einfachen Aufgaben schliesst sich hier 
bequem an, da der Beweis der nachfolgenden Constructionen 
in den eben ausgeführten Betrachtungen liegt. Es soll zu- 
nächst ein Dreieck ABC construirt werden, von welchem man 
die Mitten ÄB'C der Seiten kennt. Zu diesem Zwecke lege 
man blos durch A, JS', C Parallele, resp. zu B'C\ CA, AB\ 
so bilden diese das gesuchte Dreieck. Wenn man femer ein 
Dreieck zu finden hat, von welchem die Fusspunkte der Höhen 
gegeben sind, so halbire man in dem von diesen Pusspunkten 
gebildeten Dreiecke die Dreiecksnebenwinkel, dann sind die 
Halbirungsgeraden die Seiten des verlangten Dreiecks. Sind 
endlich von einem Dreiecke drei beliebige ^ der Mittelpunkte der 
vier ihm eingeschriebenen Kreise gegeben, so wird das ge- 
suchte Dreieck gebildet von den Pusspunkten der Höhen in 
demjenigen Dreiecke, welches durch die drei gegebenen Mittel- 
punkte bestimmt ist. 

Vier gerade Linien in der Ebene, von denen keine drei 
durch denselben Punkt gehen und keine zwei parallel laufen, 
erzeugen, indem man je drei von ihnen zusammenstellt, vier 
Dreiecke. Jedem derselben kann ein Kreis umschrieben wer- 
den und die vier so erhaltenen Kreise gehen durch einen und 
denselben Punkt. Zum Beweise geht man auf einen in § 1 
gegebenen Satz zurück: Pällt man von irgend ein^m Punkte 
des einem Dreiecke ABC umschriebenen Kreises aus Perpen- 
dikel OA, 0B\ OC auf die drei gegebenen Seiten J5(7, CAy 
AB, so liegen deren Fusspunkte AB'C in einer Geraden. 
Man kann aber auch umgekehrt sagen: Wenn drei Punkte 
AB'C in gerader Linie auf den Seiten eines Dreiecks ABC 
derart liegen, dass die in ihnen auf die zügehörigen Seiten 
errichteten Perpendikel sich in einem und demselben Punkte 
schneiden, so liegt dieser Punkt,. auf der dem Dreieck ABC 
umschriebenen Kreislinie. 

Wenn diese ümkehrung bewiesen ist, so kann man wie 
folgt weiter schliessen: Werden die vier gegebenen Geraden 
mit I n HI rV bezeichnet, so construire man die beiden Kreise, 
welche den Dreiecken H HI IV und IH IV I umschrieben sind. 

2* 
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Die genannten Kreise haben ausser dem Schnittpunkte von III 
und IV noch einen Punkt s gemein; von ihm aus fälle man 
Perpendikel auf III III IV, deren Fusspunkte resp. mit jj^ ^2^)3^4 
bezeichnet werden mögen. Zufolge des bereits aus § 1 citirten 
Satzes liegen nun p^PzP^ ^^ einer Geraden, weil s auf dem um 
II in IV beschriebenen Kreise liegt, und aus ähnlichem Grunde 
befinden sich auch PiP^p^^ in einer Geraden, demnach sind 
P1P2P3P4 ^^f einer und derselben Geraden vertheilt. Umgekehrt, 
da die Fusspunkte der von s auf 11 III IV gefällten Perpendikel 
in einer Geraden liegen, so ist s ein Punkt der um 11 DI IV 
beschriebenen Bj-eislinie und aus analogen Gründen liegt s auch 
auf den um die Dreiecke III IV I, IV I 11, I II III beschrie- 
benen Kreislinien, d. h. : Wenn aus vier Geraden durch Grup- 
pirung zu je dreien vier Dreiecke erzeugt und diesen Dreiecken 
Kreise umgeschrieben werden, so schneiden sich die vier Kreise 
in einem und demselben Punkte und die Fusspunkte der von 
diesem Punkte aus auf die vier Geraden gefällten Perpendikel 
liegen in einer Geraden. 

Fällt man von einem Punkte p aus ein Perpendikel auf eine 
gegebene Gerade G und verlängert dasselbe über seinen Fuss- 
punkt hinaus um sich selbst, so heisst der Endpunkt „der 
Gegenpunkt von p in Bezug auf 6r". In Anwendung dieser 

Fig. 22. 
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Bezeichnung ergibt sich der Satz: Construirt man für den 
Höhenpunkt H eines Dreiecks die Gegenpunkte atc in Bezug 
auf die Seiten BCy CA, AB desselben, so liegen diese auf 
dem Kreise K, welcher dem Dreieck umschrieben werden kann. 
Eine durch H gelegte Gerade G" möge die Seiten des Dreiecks 
resp. in Punkten a^b^c^ schneiden, dann treflfen sich die drei 
Geraden aa^, 6&2> ^^2 ^ einem Punkte des Kreises K, Zum 
Beweise beachte man, dass aus Symmetriegründen die beiden 
in Fig. 22 mit a bezeichneten Winkel einander gleich sind und 
ebenso die beiden Winkel ß. Da ferner im Viereck a^h^HG 
die Winkel bei a^ und 6^ Rechte sind, so muss «+/?== (7 sein, 
und also sind auch im Kreise K die Bogen, über welchen die 
Peripheriewinkel a und ß stehen, zusammengenommen so gross, 
als der Bogen AB, über welchem der Winkel C steht. Dies 
ist nicht anders möglich, als wenn die Geraden aa^ und hh^ 
sich in einem Punkte von K treflfen, durch welchen, wie 
ganz in derselben Weise gezeigt wird, auch der Strahl cc^ 
gehen muss. 

Nimmt man die Pusspunkte der von auf jBC, CA, AB 
gefällten^Perpendikel -4'JB'C' und ferner die Durchschnitte die- 
ser Perpendikel mit 6r" resp. -4"jB"(7", so ergiebt sich aus der 
Aehnlichkeit der Dreiecke aHa^ und OÄ'a^ sofort, dass das 
letztere Dreieck gleichschenklig und demzufolge Ä'Ä^=Ä ist. 
Ebenso findet man J?"JB'=JB'0, C'C'^CO, woraus folgt, da 
ja A'\ B", C" in gerader Linie liegen, dass auch AB'C auf 
einer und derselben Geraden sich befinden, was. übrigens schon 
früher bewiesen ist. Man kann jetzt den folgenden Satz bei- 
fügen: Die Gegenpunkte A'B'C" eines Punktes auf dem 
Umfange eines Kreises K, der einem Dreieck ABC umschrie- 
ben ist, in Bezug auf die Seiten BC, CA, AB dieses Dreiecks 
liegen in einer Geraden G", welche den Höhenpunkt H von 
ABC enthält. — Zu jedem Punkte des Kreises K gehört 
stets eine, aber auch nur eine Gerade G" und umgekehrt: zu 
jeder durch H gehenden Geraden gehört stets ein, aber auch 
nur ein Punkt 0, wie die ausgeführten Constructionen unmit- 
telbar ergeben. 

Wenn 6r' eine Gerade ist, welche die Seiten BC, CA, AB 
des Dreiecks ABC in drei Punkten ÄB'C schneidet, derart, 
dass die in ihnen auf die genannten Seiten errichteten Perpen- 



22 



Transversalentheorie. 



dikel sich in einem bestimmten Punkte P schneiden, so kann 
man stets durch den Höhenpunkt H von ABC zu G' eine Pa- 
rallele G" legen, zu welcher in der vorhin angegebenen Weise 
ein ganz bestimmter Punkt auf der Kreislinie K gehört. 
Fällt man von diesem Punkte aus Perpendikel auf die Seiten 
des Dreiecks, so liegen deren Fusspunkte in einer Geraden ®', 
welche zu G' parallel ist. Es ist aber leicht nachzuweisen, dass 
6r' und ®' zusammenfallen müssen, d. h. dass es unter den 
sämmtlichen Geraden G' keine zwei parallele gibt. 

Wird nämlich das Dreieck ABC von einer Transversalen T 
in den Punkten J.'jB'C' geschnitten, so bilden im Allgemeinen 

Fig. 23. 







die in ÄS C auf die zugehörigen Seiten des Dreiecks errich- 
teten Perpendikel ein neues Dreieck «/Jy, während, wenn jT zu 
einer der Geraden G' wird, die Punkte a^y zusammenfallen. 
Wenn T zu sich selbst .parallel fortgeschoben wird, so muss 
sich a, wie eine elementare Betrachtung zeigt, auf einer be- 
stimmten Geraden bewegen, welche den Punkt A enthält, wäh- 
rend j3 eine durch den Punkt B gehende Gerade beschreibt. 
Diese Geraden können sich nur in einem einzigen Punkte tref- 
fen und diese hat die Eigenschaft, dass die Pusspunkte der 
von ihm aus auf die Seiten des Dreiecks gefällten Perpendikel 
in der einzigen Geraden G' liegen, welche T parallel sein kann. 
— Da nun bewiesen ist, dass Gr' und @' zusammenfallen, so 
müssen auch P und sich vereinigen, und damit ist die Rich- 
tigkeit der ümkehrung jenes Satzes dargethan, der oben benutzt 
worden ist, um zu zeigen, dass diejenigen vier Kreise sich in 
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einem einzigen Punkte schneiden, welche den aus vier beliebi- 
gen Geraden gebildeten Dreiecken umschrieben sind. 

Da die Fusspunkte des von dem gemeinsamen Punkte s der 
genannten Kreise aus auf die vier Geraden I II KI IV gefällten 
Perpendikel sich in. einer und derselben Geraden befinden, so 
müssen auch die Gegenpunkte von s nach I 11 HI IV in einer 
Geraden liegen und diese muss die vier Hohenpunkte der Drei- 
ecke enthalten, die sich aus I 11 III IV bilden lassen, d. h.: 
die Höhenpunkte der vier Dreiecke, welche durch Gruppirung 
von vier Geraden zu je dreien entstehen, liegen in einer Ge- 
raden. 

§5. 

Das körperliehe und das sphärische Dreieck. 

Drei Ebenen, welche willkürlich im Eaume gelegen sind, 
von denen also namentlich keine zwei parallel laufen und die 
auch nicht alle drei in einer und derselben Geraden sich schnei- 
den, th eilen den Kaum in acht Theile, von denen jeder ein kör- 
perliches Dreieck oder ein Dreikant ist. Die Winkel, welche 
die Ebenen mit einander bilden, werden bekaniitlich die Winkel 
der körperlichen Dreiecke genannt, während die von den Schnitt- 
geraden der Ebenen erzeugten Winkel als die Seiten der Drei- 
ecke bezeichnet werden. Wie man weiss, sind die sphärischen 
Dreiecke von den körperlichen Dreiecken nicht wesentlich ver- 
schieden. Legt man aus dem Schnittpunkte der drei Ebenen 
als Mittelpunkt eine Kugel, deren Radius gleich einer beliebig 
gewählten Längeneinheit ist, so wird von jeder der Ebenen auf 
der Kugel ein Grosskreis ausgeschnitten. Die drei so entstehen- 
den Grosskreise theilen die Kugeloberfläche in acht Theile, von 
denen jeder ein sphärisches Dreieck ist, das mit einem der vor- 
hin gefundenen Dreikante gleiche Seiten und gleiche Winkel 
und genau in derselben Reihenfolge gezählt hat. Die elemen- 
tarsten BegriflFe über die körperlichen und sphärischen Dreiecke 
sollen hier vorausgesetzt und daraus einige Eigenschaften ab- 
geleitet werden, die verschiedenen Sätzen vom ebenen Dreieck 
entsprechen, welche in den vorhergehenden Paragraphen sich 
entwickelt finden. 

Legt man in einem körperlichen Dreieck Ebenen durch die 
Kanten und durch die Mittellinien der gegenüberliegenden Sei- 
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ten (den winkelhalbirenden Geraden derselben) drei Ebenen^ so 
sehneiden sich diese in einer Geraden. Zunächst ist khir^ dass 
die drei genannten Ebenen die Spitze des körperlichen Dreiecks 
gemein haben; wenn man nun in dem zum yorliegenden kör- 
perlichen Dreiecke gehörigen sphärischen^ Dreiecke die Ecken 
durch Gerade verbindet, so bilden dieselben ein ebenes Dreieck, 
dessen Schwerlinien resp. in den Ebenen liegen, welche die 
Kanten des körperlichen Dreiecks mit den Mittellinien der 
gegenüberliegenden Seiten verbinden. Diese Ebenen gehen also 
dulrch den Schwerpunkt des ebenen Dreiecks und demnach durch 
die Gerade, welche denselben mit der Spitze des körperlichen 
Dreiecks verbindet, d. h. durch die Schwerkante des körper- 
lichen Dreiecks. Für das sphärische Dreieck ergibt sich hieraus 
der Satz: Verbindet man in einem sphärischen Dreiecke die 
Ecken mit den Mitten der gegenüberliegenden Seiten durch 
Grosskreisbogen, so laufen dieselben durch einen und denselben 
Punkt, den Schwerpunkt des sphärischen Dreiecks. 

Die Ebenen, welche von den Kanten eines körperlichen 
Dreiecks aus senkrecht auf die gegenüberliegenden Seiten gefallt 
werden können, schneiden sich in einer und derselben Geraden. 

Zum Beweise construire man die Ebenen durch SÄ senk- 
recht ZM BSC und durch SB senkrecht zu CSA, welche sich 
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in einer Geraden SH schnei- 
den mögen. In einen beliebi- 
gen Punkt H dieser Geraden 
lege man eine Ebene, die zu ihr 
senkrecht steht und welche die 
Kanten des körperlichen Drei- 
ecks resp. in ABC schneiden 
möge. Die Gerade AH treflFe 
BC in einem Punkte A\ so 
ist AHS eine Ebene, welche 
gleichzeitig auf den Ebenen 
ABC und BSC senkrecht 
steht, deshalb bildet sie auch 
mit deren Durchschnittsgera- 
den BC einen rechten Winkel 
und denmach ist AH ein Per- 
pendikel auf BC, In derselben 
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Weise wird gezeigt^ dass BH ein Perpendikel auf jIC ist, woraus 
nun folgt, dass auch CH eine Höhe des Dreiecks ABC ist und 
demnach senkrecht zu AB steht. Es ist jetzt leicht einzusehen, 
dass die Ebene SHC senkrecht zu ABB steht und damit ist 
bewiesen, dass in der That die Ebenen, welche man von den 
Kanten eines körperlichen Dreiecks aus senkrecht auf die gegen- 
überliegenden Seitenflächen fällen kann, sich in einer Geraden 
(im Falle der vorliegenden Figur ist es SH) schneiden, der 
Höhenkante des körperlichen Dreiecks. Eine unmittelbare Con- 
sequenz dieses Satzes ist: Legt man durch die Ecken eines 
sphärischen Dreiecks Grosskreisbogen senkrecht zu den gegen- 
überliegenden Seiten, so schneiden sich dieselben in einem 
Punkte, dem Höhenpunkte des sphärischen Dreiecks. 

Es ist im Eingang dieses Paragraphen darauf aufmerksam 
gemacht worden, dass durch drei Ebenen und ihre Schnitt- 
geraden der Raum in acht körperliche Dreiecke abgetheilt wird. 
Wenn man die Schwerkanten für jedes derselben construirt, so 
erkennt man, dass je zwei die Scheiteldreiecke sind, die näm- 
liche Gerade zur Schwerkante haben, so dass man vier Schwer- 
kanten erhält ; hingegen haben alle acht Dreiecke eine und die- 
selbe Gerade zur Höhenkante. Die acht sphärischen Dreiecke, 
in welche die Kugeloberfläche durch drei Grosskreise getheilt 
wird, ergeben acht Schwerpunkte, die zu je zweien die End- 
punkte eines Kugeldurchmessers bilden, und zwei Höhenpunkte, 
die sich ebenfalls diametral gegenüberstehen. 

Der Ort aller Punkte, welche gleichweit entfernt sind von 
zwei von einem Punkte ausgehenden Geraden (d. h. der Ort 
aller Punkte im Räume, welche gleiche senkrechte Abstände 
von beiden Geraden haben), ist die Ebene, welche in der Hal- 
birungslinie des von ihnen gebildeten Winkels senkrecht auf die 
Ebene dieses Winkels errichtet werden kann. Wen4 man nun 
in den Mittellinien zweier Seiten eines körperlichen iDreiecks 
senkrechte Ebenen auf diese Seiten errichtet, so schneiden sich 
dieselben in einer Geraden, von welcher irgend ein Punkt 
gleiche senkrechte Abstände von den drei Kanten des körper- 
lichen Dreiecks hat. Die genannte Schnittgerade muss also 
auch in der Ebene liegen, welche in der Mittellinie der dritten 
Seite senkrecht zu dieser steht, d. h.: Errichtet man in den 
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Mittellinien der Seiten eines körperlichen Dreiecks senkrechte 
Ebenen zu den resp. Seiten^ so schneiden sich dieselben in 
einer Geraden, welche die Axe der Kanten des körperlichen 
Dreiecks heisst. Daraus ergibt sich: Die drei Grosskreisbogen, 
welche voa den Mitten der Seiten eines sphärischen Dreiecks 
senkrecht zu denselben ausgehen, treffen sich in einem Punkte. 

Fällt man von einem Punkte der Axe der Kanten eines 
körperlichen Dreiecks aus Perpendikel auf die Kanten, so liegen 
deren Fusspunkte in einem Kreise, dessen Ebene senkrecht zur 
Axe steht. Führt man diese Construction für alle Punkte der 
Axe aus, so erhält man eine Seh aar von Kreisen, die einen 
Rotationskegel erfüllen, welcher auch erhalten wird, wenn man 
eine der Kanten um die Axe herumdreht, bis sie wieder in ihre 
ursprüngliche Lage kommt. Die Axe der Kanten eines körper- 
lichen Dreiecks ist also zugleich die Axe eines Rotationskegels, 
welcher die Kanten desselben enthält. Man findet damit auch 
die Bedeutung des Durchschnittspunktes der drei , von der Mitte 
der Seiten eines sphärischen Dreiecks senkrecht zu denselben 
ausgehenden Grosskreisbogen ; er ist der auf der Kugel gelegene 
Mittelpunkt desjenigan Kleinkreises der Kugel, welcher die 
Ecken des sphärischen Dreiecks enthält. 

Betrachtet man nicht nur ein einziges körperliches Dreieck, 
sondern die Gruppe von acht körperlichen Dreiecken, welche 
durch drei Ebenen im Räume erzeugt wird, und bemerkt femer, 
dass die Kanten eines Rotationskegels als unbegrenzt gedacht 
werden müssen, so findet man,' dass diese acht körperlichen 
Dreiecke zu vier ihre Kanten enthaltenden Rotationskegeln Ver- 
anlassung geben, oder: es gibt vier Rotationskegel, welche drei 
durch einen Punkt gehende Gerade ihrer ganzen Ausdehnung 
nach enthalten. 

Die Halbirungsebenen der Winkel, welche zwei Ebenen mit 
einander bilden, haben die Eigenschaft, dass jeder ihrer Punkte 
gleiche senkrechte Abstände nach den gegebenen Ebenen er- 
zeugt; umgekehrt: Wenn ein Punkt gleichweit von zwei Ebe- 
nen absteht, so liegt er auf einer der beiden Halbirungsebenen 
der Winkel, welche die beiden gegebenen Ebenen mit einander 
bilden. — Halbirt man in einem körperlichen Dreiecke zwei der 
Winkel, so schneiden sich die Halbirungsebenen in einer Ge- 
raden, welche von allen Seitenebenen gleichweit entfernt ist, 
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und wie mit Leichtigkeit bewiesen wird, auch auf der Hal- 
birungsebene des dritten Winkels Kegt, d. h. : die Halbirungs- 
ebenen der drei Winkel eines körperlichen Dreiecks schneiden 
sich in einer Geraden, der Axe der Seiten des körperlichen 
Dreiecks; diese Axe ist zugleich die Axe eines Kotationskegels, 
welcher die drei Seitenflächen des Dreiecks berührt. Man kann 
diesem Satze den andern beifügen, dass es vier Rotationskegel 
gibt, welche drei gegebene Ebenen berühren; jeder von ihnen 
gehört zu zwei Scheiteldreiecken von den acht körperlichen 
Dreiecken, in welche der Raum durch die drei Ebenen getheilt 
wird. — Für das sphärische Dreieck hat man ohne Weiteres 
den Satz : Halbirt man die Wiukel eines sphärischen Dreieckes 
durch Grosskreisbogen, so schneiden sich dieselben in einem 
Punkte, welcher der auf der Kugel gelegene Mittelpunkt des- 
jenigen Kleinkreises der Kugel ist, welcher dem sphärischen 
Dreieck eingeschrieben werden kann, d. h. die Stücke der Gross- 
kreisbogen berührt, welche die Seiten des Dreiecks bilden. 

unter allen körperlichen Dreiecken zeichnet sich dasjenige 
aus, in welchem alle Seiten und alle Winkel Rechte sind. Das- 
selbe entspricht in einer Beziehung dem gleichseitigen ebenen 
Dreieck, in anderer dem rechten Winkel. Eine Eigenschaft, 
welche das Letztere in Evidenz setzt, ist die Erweiterung des 
Satzes, dass der Winkel im Halbkreis ein Rechter ist, welcher 
Satz auch so ausgesprochen werden kann : Legt man die Spitze 
eines rechten Winkels in die Peripherie eines Kreises und be- 
stimmt für jeden Schenkel den zweiten Durchschnittspunkt mit 
dem Kreise, so geht die Verbindungsgerade dieser beiden Punkte 
durch den Mittelpunkt des Kreises, also durch einen unverän- 
derlichen Punkt, wie man auch den ersteh Winkel an seinem 
Scheitel herumdrehen mag. 

Sei nun K eine feste Kugel, S ein auf ihrer Oberfläche 
angenommener Punkt, femer seien Sa, Sh, Sc die Kanten 
eines gleichseitigen und rechtwinkligen körperlichen Dreiecks, 
welche K zum zweiten Male in ab c treffen möge, so flndet 
man die Mittelpunkte der Kreise, in welchen die Ebenen 65c, 
cSa, aSb von K getroffen werden, indem man vom Mittel- 
punkte M der Kugel K aus Perpendikel auf die genannte Ebene 
fällt. Bezeichnet man die Fusspunkte derselben resp. mit a\ 
Vy c' y so ergibt sich mit Leichtigkeit, dass sie die Mitten der 
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Fig. 25. Seiten hc,ca, ah des ebenen 

Dreiecks ahc sind. In der 
That, die Ebene hSc z. B. 
wird Yon K in einem Kreise 
geschnitten^ fOr welchen der 
rechte Winkel hSc ein Pe- 
ripheriewinkel ist, also muss 
der Mittelpunkt des Kreises 
/ die Mitte a' der Strecke hc sein. 
Da a/S und Ma zwei Perpen- 
dikel auf dieselbe Ebene sind, 
so liegen sie als parallele Ge- 
rade in einer Ebene, welche 
die vier Punkte aSMa ent- 
hält, demzufolge müssen sich die beiden Geraden MS und aa 
schneiden. In derselben Weise wird gezeigt, dass MS auch 
von hV und cc getrofiFen wird, was nur dann geschehen kann, 
wenn MS durch den Schnittpunkt der Geraden aa, hV, cc 
geht, welcher der Schwerpunkt s des Dreiecks aic ist. Da a^S^ 
und Md parallel laufen, so sind die Dreiecke asS und dsM 
ähnlich, und weil as=^2sd ist, so wird man auch haben: 
Ss^=^2sM. Alles zusammengefasst ergibt sich der Satz: Dreht 
man ein rechtwinkliges gleichseitiges körperliches Dreieck um 
seine Spitze S herum, die auf der Oberfläche einer Kugel K 
liegt, und bestimmt in jeder der möglichen Lagen, die es an- 
nehmen kann, die zweiten Durchschnittspunkte seiner Kanten 
mit K, die ahc heissen mögen, so wird die Ebene des Dreiecks 
ahc immer durch einen festen Punkt s laufen, welcher jedesmal 
sein Schwerpunkt ist und gefunden wird, indem man auf den 
Radius SM der Kugel ein Drittel dieses Radius von M aus 
abträgt. — Fällt man von S aus ein Perpendikel auf die Ebene 
ahCf dessen Fusspunkt h heissen möge, und bezeichnet man 
femer mit m den Fusspunkt des von M aus auf dieselbe Ebene 
gefällten Perpendikels, so zeigt sich, dass ShsmM in einer 
Ebene liegen und zwar so, dass msh in einer Geraden sich 
befinden, während zugleich hs = 2sm ist. Dies bestätigt einen 
in § 4 bewiesenen Satz, da h der Höhenpunkt, s der Schwer- 
punkt und m der Mittelpunkt des umschriebenen Kreises des 
Dreiecks ahc ist. 
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Die im Vorigen bewiesenen Sätze über ein beliebig gegebe- 
nes körperliches Dreieck hätten auch vermittelst einer Methode 
abgeleitet werden können, welche die durch die sphärische Tri- 
gonometrie ermöglichte üebertragung der in den §§ 1 und 2 
gegebenen Transversalensätze auf den Raum ist. Dies soll hier 
nicht weiter ausgeführt werden, hingegen soll ein Satz (der 
streng genommen nicht unter den Titel dieses Paragraphen 
gehört) bewiesen werden, welchen man als eine andere Verall- 
gemeinerung eines der erwähnten Transversalensätze auf den 
Baum betrachten kann. 

Vier Punkte im Räume ABCDy die nicht in einer Ebene 
liegen und von denen A mit B, B mit C, C mit D und D mit A 

Fig. 26. 




durch eine Gerade verbunden ist, bilden ein windschiefes Viereck ; 
die Verbindungsgerade A C kann als eine Diagonale desselben be- 
zeichnet werden. Eine willkürlich gelegte Ebene schneide auf 
den Geraden AB, BC, CD, DA und auf der Verlängerung der 
Geraden AC resp. die Punkte C'ÄÄ' G" und B' aus, so wer- 
den zunächst in der Ebene ABC die Punkte CA B' in einer 
Geraden liegen und es muss also nach einem in § 1 bewiesenen 

Satze sein: 

BC\CA.AB'==B'C.C'A,ÄB, 

Ebenso befinden sich in der Ebene AD C die Punkte 
A'B'C" in einer Geraden, es ist also nach demselben Satze: 

B'C.C"A.A'D=-DC'\CA\AB\ 

Durch Multiplication der beiden Gleichungen ergibt sich 

BC\ CA. C'A. A'D = CA . AB . CA\ DC", 
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d. h.: Schneidet man die Seiten eines windschiefen Vierecks 
durch eine Ebene, so erhält man acht Abschnitte, auf jeder 
Seite zwei, so dass das Product von vier nicht an einander 
liegenden unter ihnen gleich dem Product der vier anderen ist. 
Der Satz kann auch umgekehrt werden. Wenn nämlich 
auf den begrenzten Seiten ABy BC, CD, DA eines wind- 
schiefen Vierseits vier Punkte C'Ä'Ä"C'' angenommen werden, 
so dass von den acht durch sie auf den Seiten gebildeten Ab- 
schnitten das Product aus vier nicht aneinanderliegenden gleich 
dem Product der vier anderen, ebenfalls nicht aneinanderliegen- 
den ist; wenn man demnach 

BC\ CA. CA . A'D^G'A .AB. GA\ DG" 
oder 

G'A . AB G"A . A'D 



BC.GA^ BG"GA" 
hat, so liegen die vier Punkte in einer Ebene. 

Bezeichnet man mit B' den Schnitt von G'A mit -4(7, so 

hat man 

BG\GA.AB'=B'G.GA.AB 
oder 

AB' G'A. AB 

B^^BC'.GA' 

Wenn femer JB" der Schnittpunkt von G"A" ist, so er- 
gibt sich 

B'V . G"A . A'D ^DG". GA'.AB" 
oder 

AB" _ G''A.A'D 

B"G^DG'\GA'' 

AB' AB" 

Die Werthe von -^r^ und j^, ^ sind nach der Voraus- 
setzung gleich, des Weitem liegen die Punkte B' und B" 
nach Construction beide auf der Verlängerung von AG, also 
müssen sie zusammenfallen, da nach einem am Schlüsse von 
§2 erwähnten Satze auf der Verlängerung einer Strecke nur 
ein einziger Punkt existirt, welcher dieselbe in einem bestimm- 
ten Verhältnisse theilt. Wenn aber JB' und B" zusammenfallen, 
so liegen die Punkte G*AA'G" in einer Ebene. 

Eine einfache Verification des bewiesenen Satzes bildet die 
Bemerkung, dass die Mitten G'A'A'G" der Seiten AB, BG, 
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CD, DA eines windschiefen Viereckes in einer Ebene liegen. 
Man hat nämlich für diesen Fall AC'=C'B, BA = AC, 
CA'^A'D und DC'=C"A, woraus durch Multiplication folgt: 

BC\ CA. C'A . A'D = CA.AB. CA\DC\ 

was die ausgesprochene Behauptung beweist. Die aJlereleraen- 
tärste Betrachtung zeigt zudem, dass die vier genannten Punkte 
die Eckpunkte eines Parallelogramms sind. 

Wenn AB CD ein windschiefes Viereck ist, dessen be- 
grenzte Seiten AB, BC, CD, DA eine Kugel resp. in den 
Punkten C'AA'B" berühren, so hat man: 

AC'^AC"', BA=BC'] CA\=^CA{ DC'=DA\ 

woraus sich durch Multiplication ergibt: 

BC\ CA. C"A.A'D = C'A.AB. CA". DC", 

d. h. die vier Berührungspunkte eines windschiefen Vierecks, 
welches einei: Kugel umschrieben ist, dessen Seiten also die 
Kugel berühren, liegen in einer Ebene. 

§6. 
Das Tetraeder. 

Die elementare Geometrie zerfällt, je nach den verschiede- 
nen Gebieten, in welchen sie ihre Constructionen ausführt, in 
eine ebene, sphärische und räumliche Geometrie. Der Lehre 
vom ebenen Dreieck in der Planimetrie entspricht in der Geo- 
metrie auf der Kugelfläche, d. h. in der sphärischen Geomelarie 
die Theorie des sphärischen Dreiecks und in der räumlichen 
Geometrie kann man als diesem entsprechend die Theorie der 
dreiseitigen Pyramide oder des Tetraeders betrachten. Hält man 
diese Analogie fest, so kann man leicht aus der näheren Er- 
örterung planimetrischer Sätze eine Vermuthung schöpfen, in 
welcher Weise sich dieselben auf den Baum würden ausdehnen 
lassen, wobei dann freilich nicht immer gesagt ist, dass sich 
das vermuthete Resultat bestätigen werde. Im Nachfolgenden 
sollen einige im ersten Kapitel bewiesene Sätze über das ebene 
Dreieck zum Ausgangspunkte von Betrachtungen über das Te- 
traeder gewählt werden. 

Dem Satze, dass in einem ebenen Dreiecke die Verbin- 
dongsgeraden der Ecken mit den Mitten der gegenüberliegenden 
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Seiten durch einen und denselben Punkt laufen, entspricht im 
Räume der Satz: Zieht man von den Ecken eines Tetraeders 
aus Gerade nach den Schwerpunkten der gegenüberliegenden 
Seitenflächen ; so schneiden sich dieselben in einem und dem- 
selben Punkte. 



Fig. 27. 




Sei m^ im Tetraeder 
AS CD die Mitte der Kante 
ASy so liegen die Schwer- 
punkte 5^ und $2 der Seiten- 
flächen AJB C und ABD resp. 
auf den Geraden m^^C und 
m^D, so dass also die Ge- 
ft raden Cs^ und Ds^ als in 
der Ebene m^s^s^CD lie- 
gend sich schneiden müssen. 
Da nun m^s^.^=\m^C und 
m^ Sg = ^ m^ Dy so folgt, dass 
auch s^S2^=\CDy d.i. die 
Dreiecke s^Ss^ und CSD sind ähnlich und es muss auch 
s^S=i\SD = \s^D sein. Die Schwerlinie s^D des Tetraeders 
AB CD wird also von der durch C gehenden Schwerlinie in 
einem Punkte 8 geschnitten, der im Abstände ^s^D von der 
Grundfläche ABC aus gelegen ist. Man zeigt ebenso, dass 
auch die durch A und B gelegten Schwerlinien des Tetraeders 
durch den Punkt S gehen, so dass die vier Schwerlinien sich 
in einem und demselben Punkte schneiden. 

Wenn neben der Mitte m^ der Kante AB auch noch die 
Mitte mg der ihr gegenüberliegenden Kante CD in die Betrach- 
tung eingeführt wird, so ergibt sich im Dreieck m^CD sofort 

Dm^ ^m^C oder s^C .m^s^.Dm^^ m^s^^ .s^D .m^C, 

d. h.: Da 5^, ^g, m^ alle drei auf begrenzten Seiten des Drei- 
eckes m^CD liegen: die Geraden s^D, s<^C und m^m^ schneiden 
sich in einem und demselben Punkte. Ist s der Schnittpunkt 
von m^m^ und 5^5^, so erkennt man leicht, dass 

my^s^^m^m^ und sS^^^Sm^ 
ist. Man hat aber 

oder 
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woraus sich 

ergibt, also: Die Verbindungsgerade der Mitte zweier gegen- 
überliegender Kanten eines Tetraeders geht durch den Schwer- 
punkt desselben und wird in ihm halbirt. 

Es ist bewiesen worden, dass die in den drei Mitten der Sei- 
ten eines Dreiecks auf die Seiten desselben errichteten Perpendikel 
sich in einem und demselben Punkte schneiden, welcher der 
Mittelpunkt des dem Dreiecke umschriebenen Kreises ist. Ein 
ähnlicher Satz gilt für das Tetraeder. Seien AB CD die Ecken 
eines beliebigen Tetraeders, so ist der Ort aller Punkte, welche 
gleichweit von A und von B entfernt sind, die Ebene, welche 
in der Mitte der Kante AB senkrecht zu AB errichtet werden 
kann. Umgekehrt, wenn ein Punkt in der genannten Ebene 
liegt, so hat er gleiche Abstände von A und von B. Bezeich- 
net man nun den Durchschnitt der drei Ebenen, welche in den 
Mitten der Kanten AB^ ACj AD resp. senkrecht zu diesen 
Kanten gelegt werden können, mit Jlf , so hat der Punkt ilf die 
Eigenschaft, dass er gleichweit, absteht von allen Ecken des 
Tetraeders; er liegt demnach nicht nur in jeder der drei Ebe- 
nen, als deren Durchschnitt er definirt worden ist, sdhdem er 
liegt auch in den Ebenen, welche von den Mitten der Kanten 
BCf BD, CD senkrecht zu denselben ausgehen. Bedenkt man 
noch den Satz, dass das von dem Mittelpunkte einer Kugel aus 
auf eine schneidende Ebene gefällte Perpendikel den Mittelpunkt 
des der Ebene und der Kugel gemeinschaftlichen Kreises zum 
Fusspunkt hat, so ergibt sich: Errichtet man in den Mitten 
jeder der sechs Kanten eines Tetraeders eine senkrechte Ebene 
zu derselben, so schneiden sich dieselben in einem und demsel- 
ben Punkte, dem Mittelpunkte der Kugel, welche dem Tetraeder 
umgeschrieben werden kann. In dem nämlichen Punkte schnei- 
den sich auch die Perpendikel (durch jedes derselben gehen drei 
der sechs Ebenen), welche man auf die vier Seitenflächen des 
Tetraeders resp. in den Mittelpunkten der Kreise errichten kann, 
die den in den Seitenflächen enthaltenen Dreiecken umschrie- 
ben sind. 

Soll ein Punj^t der Mittelpunkt einer Kugel sein, welche 
vier gegebene Ebenen (die Seitenflächen eines Tetraeders mit 

Geiser, Einleit. iii die synthet. Geometrie. O 
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den Ecken AB CD) zu Tangentialebenen hat, so müssen seine 
Abstände von allen vier Ebenen einander gleich sein. Sei also 
M ein solcher Punkt , so mnss er zunächst von drei der Seiteu- 
flächen, z. B. DBCy DCA, DAB gleichen Abstand haben, 
d« h. er mnss auf einer der Axen der vier Botationskegel li^en, 
welche die Seiten der von den drei genannten Ebenen gebildeten 
körperlichen Dreiecke berühren (§ 4.) Der Punkt M hat aber 
auch gleichen Abstand von den Seitenflächen BBC und ABC 
und liegt demnach auf einer der beiden Halbirungsebenen 
der Winkel, welche diese Seitenflächen miteinander bilden. 
Jede derselben wird von den vier Axen in vier Punkten ge- 
schnitten, so dass es acht Punkte gibt, von denen jeder gleich- 
weit entfernt ist von den vier Seitenflächen eines Tetraeders, 
d. h.: einem Tetraeder können acht Kugeln eingeschrieben 
werden. 

. Man kann leicht einen üeberblick der Figur gewinnen, 
welche entsteht, wenn man die Mittelpunkte dieser acht Kugeln 
construirt. Halbirt man nämlich die Winkel, welche die in 
jeder Kante zusammenstossenden Seitenflächen miteinander bil- 
den, so erhält man zwölf Ebenen, die sich sechszehnmal zu dreien 
in einer Geraden und achtmal zu sechsen in einem Punkte 
schneiden. Von den sechszehn Geraden gehen achtmal vier durch 
einen der Mittelpunkte und viermal vier durch eine der Te- 
traederecken; die acht Mittelpunkte liegen sechszehnmal zu je 
zweien mit einer Ecke des Tetraeders auf einer Geraden und 
zwölfmal zu vier mit einer Kante des Tetraeders in einer Ebene. 
Ueber die Lage der Mittelpunkte mag noch Folgendes bemerkt 
werden: Durch vier beliebige unbegrenzte Ebenen, von denen 
keine zwei parallel laufen und die auch nicht alle vier durch 
einen Punkt gehen, wird der ganze unendliche Baum in fünf- 
zehn Theile getheilt; von diesen ist einer vollkommen begrenzt 
und bildet ein gewöhnliches Tetraeder, die übrigen erstrecken 
sich ins Unendliche, und zwar so, dass vier über den Seiten- 
flächen, sechs über den Kanten und vier über den Ecken des 
Tetraeders stehen. Ein Mittelpunkt befindet sich nun in dem 
begrenzten Kaume, vier andere liegen resp. in den Bäumen 
über den Seitenflächen, die drei übrigen sind vertheilt auf die 
über den Kanten stehenden Bäume, und zwar so, dass, wenn 
ein Mittelpunkt in einem dieser Bäume liegt, dann in dem über 
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der gegenüberliegenden Kante des Tetraeders stehenden keiner 
vorkommt. 

Fällt man von den Ecken AB CD eines Tetraeders aus 
Perpendikel auf die gegenüberliegenden Seitenflächen^ so erhält 
man vier Gerade, die Höhen des Tetraeders, von denen man in 
Analogie mit dem Satze, dass die drei Höhen eines Dreiecks 
sich in einem und demselben Punkte schneiden, erwarten könnte, 
dass sie einen Punkt gemein hätten. 'Es ist aber leicht zu Zei- 
gen, dass dies nicht der Fall ist. In der That, seien AB CD 
die Ecken des Tetraeders, so liegt die von A aus auf die Sei- 
tenfläche BCD gefällte Höhe a in derjenigen Ebene, welche 
durch A senkrecht zu der Kante BC gelegt werden kann. Da 
nun D im Allgemeinen nicht in dieser Ebene liegt, so ist die 
vo^ D ausgehende Höhe d dieser Ebene parallel, kann also nur 
dann als die Höhe a schneidend betrachtet werden , wenn a und 
d parallel laufen (zwei parallele Gerade verhalten sich, als in 
einer Ebene liegend, wie wenn sie einen unendlich entfernten 
Punkt gemein hätten). Dies wird aber bei einem willkürlich 
gewählten Tetraeder nicht eintreten, also schneiden sich im All- 
gemeinen irgend zwei Höhen des Tetraeders nicht. 

Die drei Ebenen, welche in A, B, C resp. senkrecht zu 
BC, CA, AB errichtet werden können, schneiden sich in einer 
Geraden d, welche im Höhenpunkte des Dreiecks ABC senk- 
recht zu der Ebene ABC steht. Da diese Gerade in der ersten 
der drei genannten Ebenen liegt, so schneidet sie die Höhe a 
des Tetraeders und ebenso wird gezeigt, dass sie auch die 
Höhen h und c schneidet, die von B und C ausgehen; mit der 
Höhe d ist sie parallel, so dass also d^ eine Gerade ist, welche 
alle vier Höhen des Tetraeders schneidet. Wenn man in den 
Höhen der Dreiecke BCD, CDA, ABD senkrechte Gerade 
a^, 6j, Ci resp. zu den Ebenen der Dreiecke legt, so wird auch 
jede von diesen Geraden alle vier Höhen ah cd schneiden. Die 
beiden Gruppen von Geraden ah cd und a^ h^ c^ d^ stehen also in 
der Beziehung, dass eine jede Gerade der einen Gruppe jede 
Gerade der andern Gruppe schneidet, während leicht gezeigt 
wird, dass im Allgemeinen zwei Gerade, die derselben Gruppe 
angehören, sich nicht schneiden. 

Legt man durch die Ecken AB CD eines Tetraeders eine 
Kugel, so schneidet die Tangentialebene derselben in einer der 

3* 
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Ecken die gegenüberliegende Seitenfläche in einer Geraden. Die 
Tangentialebene a in A schneide die Ebene BCD oder a in 
der Geraden a, ebenso mögen die Tangentialebenen ^, y', d' 
in B, C, D die Seitenflächen CDA, DAB, ABC oder ßy8 in 
den Geraden h, c, d schneiden, dann stehen die Geraden a, 6, c, d 
in einer Beziehung zu einander, welche der zwischen den Hohen 
eines Tetraeders bestehenden Beziehung analog ist. 

Zunächst ist zu zeigen, dass im Allgemeinen irgend zwei 
der Geraden, z. B. a und d sich nicht treffen. Da a in der 
Ebene a und d in 'der Ebene 8 liegt, so kann, wenn sich die 
beiden Geraden schneiden , ihr Durchschnitt nur im Durchschnitt 
der beiden Ebenen, also nur auf der Geraden 5(7 liegen. Weil 
aber a auf «' liegt, so muss sich der Schnittpunkt von a und d 
auch in dieser Ebene a befinden, also im Durchschnitt A^ von 

a' mit BC. Dieser Schnittpunkt kann noch in anderer Weise 
bestimmt werden; er ist nämlich der gemeinsame Punkt von BC 
und der Tangente m' A an den Kreis, welcher dem Dreieck 
ABC umschrieben ist, was sich ergibt, wenn man bedenkt, 
dass eine Kugel und ihre Tangentialebene von einer durch ihren 
Berührungspunkt gehenden Ebene in einem Kreise und einer 
seiner Tangenten geschnitten werden. 

Der Punkt A' durch den d gehen muss, wenn a und d 

sich schneiden sollen, ist demnach gegeben, sobald A, B und C 
bekannt sind. Da jetzt d auch in der Tangentialebene d' liegen 
muss, so ist 8' eine der durch A^ an die Kugel gelegten Tan- 
gentialebenen. Die Berührungspunkte aller so bestimmter Tan- 
gentialebenen liegen in einem Kreise, auf welchem also auch D 
liegt; d. h. da bei einem beliebigen Tetraeder dies im Allge- 
meinen nicht eintreten wird: die beiden Geraden a und d schnei- 
den sich im Allgemeinen nicht. 

Es sollen jetzt vier Gerade a'Vc'd' construirt werden, von 
denen jede alle vier Gerade ahcd schneidet. Zu dem Ende nimmt 
mau den planimetrischen Satz zu Hilfe, dass in jedem Dreieck 
die in den Ecken gelegten Tangenten an den ihm umschriebe- 
nen Kreis die gegenüberliegenden Seiten in drei Punkten schnei- 
den, welche in gerader Linie liegen (§ 1). Legt man also in 
A, Bf C die Tangenten an den in 8 liegenden, um ABC be- 
schriebenen Kreis, so schneiden dieselben die Seiten BC, CA, 
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AB resp. in Ä^, B^, C^, die sich auf einer Geraden d' befin- 
den (der hier mrfc Ä^ bezeichnete Punkt ist derselbe, wie der 

früher so genannte). Ebenso ergibt sich in der Ebene a=BCD 
eine Gerade a, welche drei Punkte B , C , JD enthält, deren 

Bedeutung man leicht erkennt; dass ferner in den Ebenen ß 
und y zwei neue Geraden 6' und c entstehen, welche resp. 
Punkte Cß, D^j A^ und D , A ^ B enthalten, ist evident. 

Wenn man nun bedenkt, dass a und a sich in der Ebene a 
befinden, also sich schneiden, und für ihren Schnittpunkt die 
Bezeichnung A einführt, während Bq, C , D« eine analoge 

Bedeutung haben sollen, so ergibt sich nachfolgende Tabelle: 

1. auf der Geraden a liegen die Punkte A^, A^ 



v 



7? 



77 



7) 



Yf 



n 



n 



n 



d 



n 



11 



11 



11 



11 



11 



n 



11 



11 



B . B 



a 



ß 



c , c. 



a 



D , B 



a 



2. auf der Geraden a liegen die Punkte A , B 



ß 



cc 



n 



n 



n 
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n 



n 



n 



n 
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b' 



d' 
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11 
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11 
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11 
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A 



d' 



^ö 



B.. , B,, 



c . c 



B , B 

y 

C , B 



d' 
d' 



ß^ -ß^ 



G 






C D 



d' 



Aus der Tabelle ergibt sich sofort, dass von den beiden 
Gruppen der Geraden ah cd und aV c d' jede Gerade der einen 
Gruppe jede Gerade der andern Gruppe schneidet, während im 
Allgemeinen, wie nun leicht gezeigt wird, zwei Gerade, die 
derselben Gruppe angehören, sich nicht treffen. 

Zwei Dreiecke sind in § 1 perspectivisch liegend genannt 
worden, wenn die Verbindungsgeraden entsprechender Ecken 
durch einen und denselben Punkt laufen; man hat von ihnen 
nachgewiesen, dass die Durchschnittspunkte ihrer entsprechenden 
Seiten in einer Geraden liegen. Man kann auch zwei Tetraeder 
AB CD und AB' CD' perspectivisch liegend nennen, wenn die 
Verbindungsgeraden entsprechender Ecken, AÄ, BB\ CG\ 
DD' durch einen und denselben Punkt gehen. Die ent- 
sprechenden Seitenflächen BCD und B'C'D\ CDA und C'D'Ä, 
DAB und D'AB', ABCxmdi A'B'C schneiden sich dann resp. 
in vier Geraden ah cd, die einer und derselben Ebene angehö- 
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ren. In der That liegen die vier Punkte AÄDD' mit dem 
Punkte in einer Ebene, so dass also AD*(mA AD' sich in 
einem Punkte schneiden; dieser gehört sowohl dem Durchschnitt 
der Ebenen CDA und C'D'A', als auch dem Durchschnitt der 
Ebenen DAB und D'A'B' an, d. h. in ihm schneiden sich die 
beiden Geraden 6 und c. Da nun im Allgemeinen von den vier 
Geraden ah cd keine drei durch einen und denselben Punkt 
gehen, so ergibt sich ohne Weiteres, dass sie in einer Ebene 
gelegen sind. 

Lässt man die Seitenflächen ABC und AB' C in eine und 
dieselbe Ebene fallen, so ergibt sich aus den vorliegenden Be- 
trachtungen sofort der Satz von den perspectivisch liegenden 
Dreiecken, ein Zeugniss dafür, dass unter Umstanden die Aus- 
dehnung eines planimetrischen Satzes auf den Raum dessen 
Beweis erleichtem kann. 

§7- 
YoUständigre Figuren. 

In den Elementen der Planimetrie versteht man unter «-Eck 
eine Figur, welche durch n Punkte in der Ebene gebildet wird, 
von denen keine drei in gerader Linie liegen. Bezeichnet man 
die Punkte in einer bestimmten Reihenfolge mit 1, 2, 3,...n, 
so entsteht das w-Eck, indem man 1 mit 2, 2 mit 3, 3 mit 4, 
.... n — 1 mit • n und schliesslich n mit 1 durch eine gerad- 
linige Strecke verbindet. Je nach der Lage der n Punkte und 
je nach der Reihenfolge, in welcher sie mit eiiiander verbunden 
werden, kann das w-Eck verschiedene Gestalten annehmen. 
Für das Viereck z. B. ergeben sich die Formen der Fig. 28, 
von denen die erste ein convexes, die zweite ein concaves und 

Fig. 28. 
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die dritte ein überschlagenes Fig. 29. 

Viereck heisst. Um ein wei- 
teres Beispiel anzugeben, ist 
in Fig. 29 ein Sechseck ver- 
zeichnet, welches wesentlich 
von dem in den Elementen 
meistentheils einzig betrach- 
teten convexen Sechseck ab- 
weicht. 

Um für eine Reihe von 
Sätzen eine allgemeinere Pas- 
sung zu gewinnen, führt man neben dem Begriffe des einfachen 
w-Ecks, wie er im Vorigen enthalten ist, noch denjenigen des 
vollständigen w-Ecks ein. Man nennt vollständiges w-Eck in 
der Ebene eine Gruppe von n Punkten, von denen keine drei 
in einer Geraden liegen. Die unbegrenzt verlängerten Verbin- 
dungsgeraden dieser n Punkte oder Ecken zu je zweien heissen 
die Seiten des w-Ecks. Von jeder Ecke gehen w — 1 Seiten 
aus und jede Seite geht durch zwei Ecken, so dass also das 

w(w— 1) 




vollständige n-Eck 



2 



Seiten hat. Je zwei Seiten des 



w-Ecks schneiden sich in einem Punkte, welcher entweder eine 
Ecke oder keine Ecke ist; im letzteren Falle nennt man ihn 
einen Diagonalpunkt eines vollständigen w-Ecks. Werden die 
auf einer beliebigen Seite gelegenen Ecken ausgeschieden, so 
bleiben w— 2 Ecken übrig, welche ein vollständiges (n-~2)-Eck 

mit ^^ -^ Seiten bilden. Jede dieser Seiten schneidet 

auf der angenommenen Seite des w- Eckes einen Diagonalpunkt 

aus^ auf jeder andern Seite des w- Ecks, befinden sich ebenso 

viele Diagonalpunkte, so dass also (da jeder von ihnen auf zwei 

Seiten liegt) ihre Anzahl 

n(n-l) (n-2) (n-3) _ n (n- 1) (n-2) (m-3) 

2 • 2 "" 8 

ist. 

Man hätte noch in anderer Weise zu dieser Zahl gelangen 

können. Irgend m beliebige Geraden in der Ebene schneiden 

fyh (wh 1 ^ 

sich im Allgemeinen, wie leicht nachgewiesen wird, in — ^-^ — - 



d=l 
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Punkten ; gehen aber die m Geraden durch einen und denselben 
Punkt, so ersetzt derselbe alle — ^^-^ — - Durchschnittspunkte. 

Die ^ ^ — - Seiten des vollständigen n-Ecks theilen sich in 



n(n—l)rn(n—l) ^1 
2 L 2 -^J 



Punkten, von denen aber jede der Ecken 
2 

^^ ^— absorbirt. Die Anzahl d der Diagonalpunkte ist 

also: 

n(n—l) rw(w— 1) 



■ [=^ - 



._ 2 L 2 -J (n-l) (n-2) 

was nach gehöriger Reduction die schon gefundene Zahl ergibt. 

Aus einem vollständigen w-Ecke können in mannichfacher 
Weise einfache w- Ecke abgesondert werden. In der That kann 
man den w- Ecken derselben in 1.2.3.4... w verschiedenen Ar- 
ten die Zahlen 1, 2, 3, 4...t* beifügen, und aus jeder dieser 
Permutationen lässt sich nach der im Eingange dieses Para- 
graphen gegebenen Definition ein einfaches w-Eck herstellen. 
Aber diese 1 . 2 . 3 . 4 . . . w gefundenen einfachen n-Ecke sind 
nicht alle von einander verschieden, da man offenbar in einem 
einfachen w-Ecke die Numerirung der Ecken von jeder Ecke 
beginnen kann, während man natürlich auch ohne das einfache 
w-Eck zu verändern, die Numerirung in umgekehrter Reihen- 
folge ausführen darf. Demnach sind je 2n der w-Ecke iden- 
tisch, d. h. aus einem vollständigen n-Ecke können 

1.2.3.4...(n-l).n 
2.W 

« 

oder wenn w> 3 ist , 3 . 4 . 5 . . . (w— 1) einfache w-Ecke gebildet 
werden. 

Neben das vollständige w-Eck kann man in durchaus ana- 
logen Betrachtungen das vollständige w- Seit stellen. Beliebige 
n Gerade in der Ebene, von denen keine drei durch denselben 
Punkt gehen, bestimmen ein vollständiges w-Seit. Die n Ge- 
raden oder Seiten schneiden sich zu je zweien in ^ ^ — - 
Punkten, den Ecken des vollständigen n-Seits. Die Verbin- 
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dungsgerade zweier Ecken ist entweder eine Seite oder aber 
keine Seite eines vollständigen n-Seits, in welch letzterem Falle 
sie Diagonale heisst. Das vollständige w-Seit hat 

8 
Diagonalen. Man kann, wenn w >3 ist, aus dem vollständigen 
w-Seit 3 . 4.5.... (w— 1) einfache w- Seite darstellen, insofern 
man unter einfachem 7^- Seit die nachfolgende Figur versteht: 
n beliebigen Geraden in der Ebene mögen in einer bestimmten 
Reihenfolge die Zahlen 1, 2, 3, ...w beigefügt sein, dann wird 
ein einfaches w-Seit gebildet durch die Strecken, welche auf 2 
durch 1 und 3, auf 3 durch 2 und 4, auf 4 durch 3 und 5 ... 
auf n durch (w — 1) und 1 und auf 1 durch n und 2 ausgeschnit- 
ten werden. Dieses einfache w-Seit ist also identisch mit dem 
einfachen w-Eck, welches successive die nachfolgenden Ecken 
hat: den Schnittpunkt von 1 und 2, den Schnittpunkt von 2 
und 3, den Schnittpunkt von 3 und 4..., den Schnittpunkt 
von w — 1 und n und schliesslich den Schnittpunkt von n und 1. 

Verbindet man die Ecken eines ebenen w-Ecks durch ge- 
rade Linien mit einem ausserhalb der Ebene gelegenen Punkte S, 
so erhält man ein körperliches w-Eck. Der Punkt ä heisst die 
Spitze des körperlichen w- Ecks, die Verbindungsgeraden von 
S mit den Ecken des ebenen w-Ecks sind die Kanten dessel- 
ben. Die Ebene zweier Kanten ist eine Seitenfläche und der 
Durchschnitt zweier Seitenflächen, welcher nicht eine der er- 
zeugenden Kanten ist, heisst eine Diagonalkante des körper- 
lichen w-Ecks. 

In durchaus derselben Weise erzeugt man ein körperliches 
w'-Seit, indem man die Seiten eines ebenen w-Seits mit einem 
ausserhalb der Ebene gelegenen Punkte S durch Ebenen ver- 
bindet. Die Anzahl der Seitenebenen, der Kanten und der 
Diagonalebenen des körperlichen w-Seits lässt sich unmittelbar 
angeben, da sie übereinstimmt mit der Anzahl der Seiten, Ecken 
und Diagonalen des ebenen w-Seits. 

Sind im Räume n Punkte gegeben, von denen keine vier 
in einer Ebene und demnach auch keine drei in gerader Linie 
liegen, so bilden dieselben ein räumliches w-Eck. Die Verbin- 
dungsgerade zweier dieser Punkte oder Ecken heisst Seite; die 
Ebene, welche drei der Ecken enthält, wird Seitenfläche genannt. 
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Da« körperliche w-Eck hat — ^ — ^j-^ Seiten und — ^^ — = — i^ 

Seitenflächen. Die Seitenflachen eines körperlichen n-Ecks 
schneiden sich ausser in den Seiten noch in 

, n{n-\)(n-2) (n-3) (n-4) (n-5) 

^* 1.2.3 • 1.2.3 

Geraden. 

Eine Gruppe von n Ebenen im Räume, von denen keine 
vier durch einen Punkt und folglich auch keine drei durch eine 
und dieselbe Gerade gehen^ bilden ein räumliches n-Flach. 

Dasselbe enthält -\ — ^ Seiten (Schnittgeraden zweier Ebenen) 

und z — jP^^t Ecken (Schnittpunkte dreier Ebenen). 

1 . i^ • t> 



Drittes Kapitel 

Harmoniache und involutorische Gebilde. 

§8. 
Harmonische Punkte. 

In § 2^ 4 ist bewiesen worden, dass die Halbirungslinie des 
Winkels an der Spitze eines Dreiecks die Grundlinie im Ver- 

Fig. 30. 

/ 




i^n 



/ 
/ 
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hältniss der anliegenden Seiten theilt. Sei nun in etwas ver- 
änderter Bezeichnung C der Winkel an der Spitze im Dreieck 
AAC, dessen Grundlinie AA ist, dann wird zunächst, wenn 
die Halbirungslinie von C in J5 die Gerade AA trifft, 

AG '.AC^ AB: AB 
sein. Man kann aber auch die Halbirungslinie des Nebenwin- 
kels von C construiren, die in B die Grundlinie treffe. Man 

hat dann: 

ACiAC^AB'iAB', 

was leicht zu beweisen ist, und durch Verbindung der beiden 

Proportionen : 

AB:AB^AB':AB\ 

Vier Punkte AABB' in einer Geraden, die in den durch 
sie erzeugten Abschnitten diese Proportion befriedigen und 
welche so liegen, dass man auf der Geraden nicht ,von A nach 
A gelangen kann, ohne über einen und nur über einen der 
Punkte B und J5' zu gehen, und auch nicht von B nach B' 
sich begeben kann, ohne einen und nur einen der Punkte A 
und A zu überschreiten, heissen harmonische Punkte. 

Nehmen wir an, das Verhältniss AC:AC sei gegeben, so 
existiren nur zwei Punkte B und JB', welche die Strecke AA 
nach denselben theiten. Von diesen liegt einer auf der Strecke 
selbst, der andere auf ihrer Verlängerung, und zwar, wie man 
leicht erkennt, liegen die Punkte B und B\ von der Mitte m 
der Strecke AA aus gesehen, auf derselben Seite. Da nun auch 
durch AB und AB das Verhältniss ACiAG bestimmt ist, so 
folgt, dass durch die aufgestellte Proportion der Punkt B den 
Punkt B' vollständig bestimmt und umgekehrt. Man nennt 
deshalb J. und ^', B und 5' zugeordnete Punkte und kann 
leicht aus dem Gesagten den Schluss ziehen: Werden von vier 
harmonischen Punkten drei mit bestimmter Zuordnung gegeben, 
so ist der vierte durch sie eindeutig bestimmt. Es ist auch leicht, 
diesen vierten Punkt wirklich zu construiren. Seien nämlich A 
und A als zugeordnet und femer B gegeben, dann .construire 
man über AA ein Dreieck AAC, deren Seiten AG und AG 
sich wie AB und AB verhalten, halbire dann den Winkel bei G 
und seinen Nebenwinkel, so schneidet eine der Halbirungsgera- 
den auf der Geraden AAB den gesuchten vierten harmonischen 
Punkt JB' aus, während die andere durch J? geht. Oder auch: 
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Man verbinde B mit der Spitze C des Dreiecks AAC durch 
eine Gerade und lege durch C eine Senkrechte zu derselben, 
so schneidet diese Senkrechte aus AA den Punkt B' aus. 

Es ist übrigens klar, dass die Punkte B und B' zu A und 
Ä in derselben Beziehung stehen, als die Punkte A und A zu 
B und B\ d. h. bei vier harmonischen Punkten sind die beiden 
Paare von zugeordneten Punkten vollkommen gleichgestellt, was 
daraus hervorgeht, dass die Proportion -B -4. : i?'^ = JS -4.': ^'-4' 
mit der andern AB' \ AB = AB': AB' identisch ist. 

Die eben entwickelte Construction des vierten harmonischen 
Punktes zu drei gegebenen bei bestimmter Zuordnung enthält 
noch eine gewisse Willkürlichkeit, die man zu einer wesent- 
lichen Vereinfachung benutzen kann. Wenn nämlich die Punkte 
A, A xmA B gegeben sind, so ist zwar im Hilfsdreieck J.^' (7 
das Verhältniss der Seiten AC i A C bestimmt ; aber diese Seiten 
selbst dürfen noch innerhalb gewisser Grenzen willkürlich ge- 
" wählt werden , denn der Punkt C ist einzig und allein an 
die Bedingung gebunden, dass er auf einer KreisHnie liege, 
welche über jB JS' als Durchmesser beschrieben ist. Es soll jetzt 
noch die weitere Bedingung beigefügt werden, dass das Dreieck 
AAC bei A oder A rechtwinklig sei, je nachdem A oder A 
auf der begrenzten Strecke BB' liegt. Es möge, um einen 
der beiden Fälle anzunehmen, A auf BB' gelegen und C die 
nunmehrige Lage der Spitze des Dreiecks sein, dann ist CA 
eine Tangente des über den Durchmesser BB' gelegten Krei- 
ses, da die in C an diesen Kreis gezogene Tangente mit CB' 
einen Winkel bestimmt, der als Peripheriewinkel über dem 
Bogen CB' aufgefasst werden kann und da ferner CB'=^C'B', 
also wirklich <X AGB' = BCC = B'CA ist. (Man hat in der 

Fig. 31. 
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Figur vorausgesetzt, dass A näher bei J5' als bei B liege, was 
übrigens ganz unwesentlich ist). Hat man also zu den Punk- 
ten BB'Ä, von denen die beiden ersten als zugeordnete be- 
trachtet werden, den vierten harmonischen Punkt zu con- 
struiren, wobei vorausgesetzt wird, dass A auf der begrenzten 
Strecke BB' liege, so construire man den Kreis über BB', 
errichte in A ein Perpendikel auf BB' und lege in einem von 
dessen Schnittpunkten C oder C mit dem Kreise eine Tan- 
gente an denselben, so schneidet diese auf der Geraden BB' 
den gesuchten vierten harmonischen A zugeordneten Punkt A' 
aus. Ist umgekehrt zu einem ausserhalb BB* gelegenen Punkte 
A und zu BB' ein vierter harmonischer A' zugeordneter Punkt A 
zu finden, so ziehe man von A' aus eine Tangente an den Kreis 
über BB' als Durchmesser und fälle von ihrem Berührungs- 
punkte aus ein Perpendikel auf jBjB', dann ist dessen Fusspunkt 
der gesuchte Punkt A. 

Die Verbindung, in welche AC und CA' durch die be- 
sprochene Figur gesetzt sind, lehrt, wie eines der beiden 
Punktenpaare, aus denen eine Gruppe von vier harmonischen 
Punkten besteht, im vorliegenden Falle also AA' sich verändert, 
wenn das andere B B' festbleibt. Es ist schon darauf hin- 
gewiesen worden, dass A und A' stets auf derselben Seite von 
der Mitte M der Strecke BB' sich befinden. Je näher A an 
einen der Punkte B oder B' rückt, desto mehr nähert sich 
auch A' demselben Punkte, und wenn A mit B oder B' zu- 
sammenfallt, so vereinigen sich auch A und A'. Wenn über- 
haupt zwei von vier harmonischen Punkten zusammenfallen, so 
muss nothwendigerweise noch ein dritter mit ihnen zusammen- 
fallen. Wenn A in die Mitte M der Strecke BB' rückt, so 
geht A' ins Unendliche, und wenn umgekehrt A' im Unend- 
lichen liegt, so fällt A mit der Mitte M der Strecke BB' zu- 
sammen. Zu zwei gegebenen Punkten BB' bilden also die 
Mitte M der Strecke BB'imd ein unendlich entfernter Punkt 
der Geraden BB' ein harmonisches Punktenpaar, woraus man 
schliessen darf, dass, insofern es sich um harmonische Punkte 
handelt, alle unendlich entfernten Punkte sich als in einen ein- 
zigen vereinigt darstellen. In der That würde man, wenn dies 
nicht der Fall wäre, dem Satze, dass zu drei Punkten bei be- 
stimmter Zuordnung nur ein einziger vierter harmonischer sich 
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construiren lässt^ eine Ausnahme beifügen müssen, sobald der 
Punkt, dessen zugeordneten man sucht, die Mitte der beiden 
anderen gegebenen ist. Von diesem Gesichtspunkte aus kann 
man sich also künftighin des Ausdrucks bedienen: „der un- 
endlich entfernte Punkt einer Geraden^' und unter ihm 
die Zusammenfassung aller in der Unendlichkeit einer Geraden 
vorhandenen Punkte verstehen Es ist klar, dass in diesem 
Sinne die Gerade als eine geschlossene Figur erscheint, da ja 
dieselbe von einem beliebigen ihrer Punkte aus sich sowohl 
nach der einen als nach der anderen Seite hin gegen ihren un- 
endlich entfernten Punkt erstreckt. 

Die auseinandergesetzte vereinfachte Oonstruction des vier- 
ten harmonischen Punktes lässt noch eine wichtige Schluss- 
folgerung zu: da nämlich CA eine Tangente und MC ein 
Radius des Kreises BB' ist, so ist das Dreieck MCA recht- 
winklig und ähnlich dem Dreiecke MÄCj also hat man 

MÄ:MC=MC:MA, 
oder, da MC=MB = MB' ist: 

MB^ = MB'^ = MÄ.MA. 
Ebenso leicht ergibt sich, wenn mit m die Mitte der Strecke 
AA bezeichnet wird, mÄ^ = mA^=:mB .mB', was übrigens 
auch aus Fig. 19 zu folgern ist. Wirklich erhält man aus der 
Proportion AB :BA=AB' : AB' sofort die andere: 

Am + mB' imA—mB^^Am + mB' imB' — mA, 



Fig. 32. 




welche durch einfache Reduction 
in die angegebene Gleichung ver- 
wandelt werden kann. 

Um noch eine weitere Eigen- 
schaft der harmonischen Punkte 
darzustellen, soll folgender Hilfs- 
satz abgeleitet werden : Zieht man 
von einem Punkte p ausserhalb 
eines Kreises eine Secante durch 
den Kreis, welche denselben in A 
und A treffen möge, so ist das 
Product der Abschnitte pA und 
^A gleich dem Quadrate der von 
p aus an den Kreis gelegten Tan- 
gente pT, also pA.pA ^pT^, 
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Da der Winkel Ä Tp als Peripheriewinkel über dem Bogen Ä T 
des in Fig. 21 gezeichneten Kreises angesehen werden kann, 
so ist <)C ATp=^ AAT, und da zugleich der Winkel bei p sich 
selbst gleich ist, so hat man ApTÄ' nopÄT. Daraus ergibt 
sich pA:pT=pT:pÄ' oder pÄ.pÄ' =pT^. 

Seien nun Jlf und m die Mittelpunkte zweier Kreise, die 
sich in den Punkten 5^ und $2 unter rechten Winkeln schnei- 
den, so dass also die in diesen Punkten an die Kreise gelegten 
Tangenten durch M und m gehen, femer AMBÄB' eine be- 
liebige Transversale, welche durch M (einen der Mittelpunkte 
der beiden gegebe- 
nen Kreise) gelegt ^'^- ^^• 
ist und den einen 
der Kreise in A und 
A' y den anderen 
(mit dem Mittel- 
punkte m) in B und 
B' trifft, ^o sind A 
und Äy B und B' 
zwei harmonisch zu- 
geordnete Punkten- 
paare. Zum Beweise 
beachte man, dass 

Ms^ die von M aus an den Kreis mit dem Mittelpunkte m 
gelegte Tangente ist und demnach, wie bereits gezeigt wurde, 
man MSj^=-MB .MB' hat. Weil aber Ms^^MA = MA' 
ist, ergibt sich die Relation MA^ = MA'^ = MB . MB', welche 
die Punkte AÄBB' in der That als zwei zugeordnete harmo- 
nische Punktenpaare erkennen lässt. Es bedarf keines weiteren 
Beweises, dass dieser Satz auch umgekehrt werden kann, d. h.: 
Legt man durch ein Punktenpaar AA! einen Kreis, welcher die 
Strecke AA! zum Durchmesser hat, so wird jeder Kreis, der 
ein zu AA harmonisches Punktenpaar BB' enthält, den erst- 
genannten unter rechten Winkeln schneiden. 

Soll ein Punktenpaar BB' gefunden werden, dessen Mitte 
m bekannt ist und welches zu einem gegebenen Punktenpaare 
AA harmonisch sein soll, so schlage man den Kreis über AA! 
als Durchmesser, ziehe von m aus eine Tangente an denselben, 
deren Berührungspunkt T sei, dann schneidet der Kreis mit dem 
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Fig. 34. 




Fig. 35. 



Mittelpunkte m und dem Radius mT aus der Geraden J^J^' das 
Punktenpaar BB' aus. Die Lösung der Aufgabe ist also nur 
möglich, wenn m ausserhalb der begrenzten Strecke BB' liegt. 
Wenn ein Punktenpaar BB' gesucht ist, das gleichzeitig 
harmonisch gelegen sein soll zu zwei gegebenen Punktenpaaren 
A Ä und A^ A\, so wähle man ausserhalb der Geraden, welche 
sowohl die gegebenen als die gesuchten Punkte enthält, einen 
beliebigen Punkt p und verbinde ihn durch gerade Linien mit 
den Mittelpunkten m und m^ der Kreise, die man über AA und 
A^ A\ als Durchmesser errichten kann. Die erste dieser beiden 
Geraden schneide den Kreis m in den Punkten a und «', fer- 
ner sei p der p zugeordnete vierte harmonische Punkt zu p, 

a und «', während 
p\ in derselben Be- 
ziehung zu p und 
den Schnittpunkten 
«1 a\ der zweiten 
Geraden mit dem 
Kreise m^ stehen 
soll, dann schnei- 
det der Kreis j)j)|)'j, 
wenn er überhaupt 
die GetvAeAÄ A^A\ 
triflft, die Punkte 
BB' aus. Der Be- 
weis beruht auf dem angegebenen Satze über sich rechtwinklig 
schneidende Kreise und lässt leicht erkennen, dass eine wirk- 
liche- Lösung der Aufgabe nur dann möglich ist, wenn man 
auf der Geraden AA von A nach A gelangen kann, ohne A^ 
oder A^ zu überschreiten (insofern nämlich auch der Weg durch 
den unendlich entfernten Punkt der Geraden genommen werden 
darf), was nach sich zieht, dass man auch auf der Geraden 
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von Aj^ nach Ä\ gehen kann, ohne einen der Punkte Ä und 
A' bestreichen zu müssen. 



§9. 
Harmonische Strahlen und Ebenen« Lineare €ongtmctionen« 

Legt man durch vier harmonische Punkte AABB\ die auf 
einer Geraden G liegen, von einem beliebigen Punkte aus, 
der nicht auf G sich befindet, vier gerade Linien ahaV, so 
heissen dieselben vier Fig. 36. 

harmonische Strah- 
1 ein. Bezeichnet man 
mit (a6) einen der 
vier Winkel, welche die 
Strahlen a und h mit 
einander bilden und legt 
den Zeichen (a'6), {aV), 
{ab') eine analoge Be- 
deutung bei, so hat man 
für die vier harmoni- 
schen Strahlen ahaV 
die Relation: 

sin {a b) : sin {a b) = sin {a b') : sin (a V), 

Zum Beweise wendet man die Bemerkung an, dass der 
Inhalt eines Dreiecks sich sowohl durch Grundlinie und Höhe, 
als auch durch zwei Seiten und den eingeschlossenen Winkel 
ausdrücken lässt. Fällt man von aus ein Perpendikel OF auf 
6r, so ergeben sich die nachfolgenden Gleichungen: 

AABO = \AB.OF^^OA.OBsin{ab) 




oder 



oder 



AB = — 7^^^ — sm (ab) , 
, OF ^' 

AA'BO = \Ä'B.OP=^lOÄ'.OBsin{ah) 

AB^ — jyp — stn (a b) , 



oder 



A AB'0=\AB\ 0F= 4 OA . OB'sin{ab') 

AB'^ 

4 



— gp — siniab), 



Geiser, Einleit. in die synthet. 0-eometrie. 
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oder f)A^ /)-D' 

AB = — ^Yp — s%n (a o ). 

Dies führt zu den Proportionen: 

AB : AB = OA sin (ab) : OAsin{ah)y 
AB':AB'=^OAsin{aV) : OAsin{aV), 

also ist auch, vermöge der metrischen Grundrelation der vier 
harmonischen Punkte ABAB': 

OÄsin{ah) : OAsin{ab) = OÄ , sin{aV) : OAsin(a'b'), 
oder schliesslich 

sin (a b) : sin {a b) = sin {a V) : sin {a b'). 

Durch ümkehrung dieses Beweises ergibt sich der folgende 
Satz : Wenn vier von einem Pimkte ausgehende Strahlen ab ab', 
die in der Ebene liegen, in Rücksicht auf die von ihnen ge- 
bildeten Winkel in der Beziehung zu einander stehen: 

sin (a b) : sin {a b) = sin (a V) : sin {a! b') , 

so werden dieselben von jeder beliebigen Transversalen in vier 
VvLnkiQuABAB' geschnitten, welche die Proportion erfüllen: 

ABiAB^AB'.AB', 

d. h.: Vier harmonische Strahlen werden von jeder beliebigen 
geradlinigen Transversalen in vier harmonischen Punkten ge- 
schnitten. 

Von diesem Satze mag hier noch ein zweiter Beweis ab- 
geleitet werden. 

Seien aba'V vier von einem beliebigen Punkte aus durch 
die vier harmonischen Punkte AB AB' gelegte Strahlen, so 
lege man durch B eine Parallele zu dem Strahle 6', welche aba' 
resp. in aßa treffen möge. Da die Dreiecke Aaß und AOB' 
ähnlich sind, so ha,t man AB : AB' = aß:OB\ Ebenso folgt 
aus der Aehnlichkeit der Dreiecke AaB und AOB'\ 

BA:AB' = ßa':OB\ 

Da aber AB AB' vier harmonische Punkte sind, so muss 

AB:AB = AB':AB' oder AB : AB' = AB : AB' 

sein, d. h. man hat 

'ccß:OB' = ßa':OB' und aß = ßa\ 
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' V 

Wird jetzt durch den Punkt B eine neue Transversale ge- 
zogen, welche die Strahlen ahaV im A^B^A^B\ treffe, so er- 
gibt sich aus der Aehnlichkeit der Dreiecke A^aB und A^OB 

zunächst 

A^B^:A^B\^aß:OB\ 

und aus der Aehnlichkeit der Dreiecke aB^Ä^ und A\OB\ 

ebenso leicht 

A\B,:A\B\=^ßa:OB\. 
Da nun 

(xß:OB\ = ßa':OB\ 
ist, so folgt 

A^B, : AiB\ = A\B^ : A\B\y 

d. h, die vier Punkte A^B^A\B\ sind harmonisch. 

Da nun jede durch B gehende Transversale die Strahlen 
ah ah' in vier harmonischen Punkten schneidet, so wird dies 
überhaupt jede Transversale thun, da man selbstverständlich 
zu jeder Geraden eine Parallele durch den Punkt B legen kann. 

Zu drei durch einen 
Punkt gehenden Strah- 
len aha mit bestimmter 
Zuordnung {a und a seien 
zugeordnet) gehört stets 
ein, aber auch nur ein vier- 
ter harmonischer Strahl 
V (welcher h zugeordnet 
ist). Um ihn zu finden, 
lege man eine nicht 




-^'^ 
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enthaltende^ sonst aber willkürliclie geradlinige Transversale G, 
welche in den Punkten ABÄ geschnitten werden möge; sei 
B' der vierte harmonische B zugeordnete Punkt, der nach dem 
vorigen Paragraphen zu construiren ist, so ist OB' der gesuchte 
vierte harmonische Strahl V zu aha. Legt man G parallel zu 
einem der gegebenen Strahlen, z. B. zu a, so vereinfacht sich 
die Construction der Art, dass man einfach AB von A aus nach 
der entgegengesetzten Seite abträgt, wodurch der Punkt B' er- 
halten wird. 

Aus der früher entwickelten Construction des vierten har- 
monischen Punktes zu drei gegebenen bei bestimmter Zuordnung 
folgt, dass, wenn von vier harmonischen Strahlen zwei zugeord- 
nete einen rechten Winkel bilden, sie die Winkel halbiren, 
welche von den beiden anderen sich zugeordneten Strahlen ein- 
geschlossen werden. Umgekehrt, wenn von vier harmonischen 
Strahlen einer den Winkel zweier zugeordneten hälftet, so steht 
er zu dem ihm zugehörigen Strahle senkrecht. Diese Resultate 
hätten sich auch aus der vorhin erläuterten Construction des 
vierten harmonischen Strahls ableiten lassen. 

Da vier parallele Gerade aufgefasst werden können als durch 
einen und denselben Punkt laufend, so werden vier Parallele, 
die durch vier harmonische Punkte gelegt sind, vier harmonische 
Strahlen sein, was auch zu beweisen ist, indem man zeigt, dass 
sie von jeder Transversalen, die ihnen nicht parallel ist, in 
vier harmonischen Punkten geschnitten werden. Soll man also 
zu drei parallelen Geraden aha einen vierten harmonischen 
Strahl 6', der 6 zugeordnet ist, construiren, so wird derselbe 
parallel mit den gegebenen sein müssen. 

Wenn speciell h gleichweit entfernt ist von a und a', so wird 
V seiner ganzen Ausdehnung nach ins Unendliche rücken. Es 
ist auch evident, dass jede Gerade der Ebene, welche ihrer 
ganzen Ausdehnung nach im Unendlichen liegt, mit den Ge- 
raden aha eine Gruppe von vier harmonischen Strahlen bildet. 
Da nun aber drei nicht zusammenfallende Strahlen mit bestimm- 
ter Zuordnung jedesmal nur einen einzigen vierten harmonischen 
Strahl zulassen, so nimmt man an, dass dies auch hier statt- 
finde und sagt: Vom Gesichtspunkte der harmonischen Eigen- 
schaften aus verhalten sich alle Geraden einer Ebene, welche 
sich ihrer ganzen Ausdehnung nach im Unendlichen befinden, 



III. Harmonische und involutorische Gebilde. 53 

SO, als ob sie sich in eine einzige Gerade „die unendlich ent- 
fernte Gerade der Ebene" vereinigt hätten. Diese Bezeichnung 
wird in den späteren Entwickelungen häufige Anwendung finden, 
immerhin mag aber darauf hingewiesen werden, dass diese un- 
endlich entfernte Gerade manche der Eigenschaften nicht besitzt, 
welche den im Endlichen gelegenen Geraden zukommen. So 
ist es klar, dass auf ihr keine Strecken gemessen werden 
können; femer hat sie keine bestimmte Bichtung, sondern sie 
ist jeder beliebigen Geraden der Ebene parallel, da ja zwei 
Gerade, die einen unendlich entfernten Punkt gemein haben, 
als parallele bezeichnet werden können. 

In ähnlicher Weise, wie die metrische Relation zwischen 
den Abständen, die durch vier harmonische Punkte auf einer 
Geraden erzeugt werden, sich vermittelst der Einführung der 
Mitte eines der beiden zugeordneten Punktenpaare einfacher 
darstellt, lässt sich auch die charakteristische metrische Relation, 
welche für vier harmonische Strahlen gilt, durch Einführung 
des Mittelstrahles zwischen zwei zugeordneten Strahlen verein- 
fachen. 

Es war: 

sin {a b) : sin {a h) = sin (a V) : sin (a' 6'). 

Sei nun w ein Strahl, welcher den Winkel der Strahlen 
a und a halbirjb, so ist unter Beibehaltung der früher ein- 
geführten Bezeichnung, da ja {ma) = {am) ist, 

sin{am + mb) :sin(am — mh) = sin(mV + ma) :sin(mV — ma), 

oder 

sin(am + mb) + sin (am — mb): sin {am + mb) — • sin{am — mb) 
=zsin{mV +ma)+sin{mb' ■-ma):sin{mb''\'ma)--sin{mV'—ma), 

Wendet man auf jedes Glied dieser Proportion eine der 
beiden Formeln an: 

sin{A + JB) + sin{A — J?) = 2sinAcosB\ 
siniA^ B) — sin{A — B)=^2cosAsinB, 

so ergibt sich: 

2sin (am) cos(mb) : 2cos (am) sin{mb) 
= 2 sin (mV) cos (am) :2eos(mb')sin(am)y 

woraus nach einer leichten Reduction folgt: 

tg^(am)=itg(mb) ,tg(mb')n 
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Legt man durch eine Gerade g vier Ebenen aßaß\ welche 
durch vier harmonische Punkte AB AB' gehen (von denen AÄ 
und BB' zugeordnete seien und die sich in einer mit g nicht 
in derselben Ebene liegenden Geraden (f befinden mögen), so 
erhält man eine Gruppe von vier harmonischen Ebenen, in wel- 
cher a und a'y ß und ß' als zugeordnet auftreten. Man kann 
vier harmonische Ebenen auch erzeugen, indem man durch einen 
Punkt Pj welcher ausserhalb der Ebene von vier sich in einem 
Punkte schneid endien harmonischen Strahlen ab ab' sich be- 
findet und durch diese Strahlen Ebenen legt. Dass die beiden 
gegebenen Erzeugungsarten übereinstimmen, zeigt man leicht 
Seien vier harmonische Ebenen durch die erste Erzeugung ge- 
geben, so lege man durch g' eine beliebige Ebene, welche g 
in einem Punkte treffen wird. Nun sind die vier Strahlen 
0{ABA'B') harmouisch und irgend ein Punkt von g bestimmt 
mit ihnen vier harmonische Ebenen nach der zweiten Erzeu- 
gungsart, die mit den gegebenen identisch sind. Liegen aber 
vier harmonische Ebenen nach der zweiten Erzeugung vor, so 
verbinde man p mit dem Schnittpunkte der Strahlen ab ab' 
durch eine Gerade g und schneide femer die genannten Strahlen 
durch eine Transversale g, welche auf ihnen vier harmonische 
Punkte ausschneidet; die Gerade g und die vier harmonischen 
Punkte auf g' erzeugen dann die angenommenen vier Ebenen 
nach der ersten Definition. 



Fig. 39. 




Vier harmonische Ebe- 
nen werden von jeder belie- 
bigen Ebene, welche ihre 
Schnittgerade nicht trifft, 
in vier harmonischen Strah- 
len geschnitten und jede Ge- 
rade, welche mit der Schnitt- 
geraden der vier harmoni- 
schen Ebenen nicht in einer 
Ebene liegt, trifft dieselben 
in vier harmonischen Punk- 
ten. Der erste Theil dieses 
Satzes wird bewiesen, in- 
dem man die zweite Erzeu- 
gungsart zu Hilfe nimmt. 
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Die Transversalebene möge aus der Geraden pO den Punkt 0' 
ausschneiden und auf aha'V vier Punkte AB AB' ergeben; 
diese sind harmonisch und bestimmen in der That, wenn man 
sie mit 0' verbindet, vier harmonische Strahlen. Zum Beweise 
des zweiten Theiles beachte man, dass durch die geradlinige 
Transversale eine Ebene gelegt werden kann, die aus der Gruppe 
der vier gegebenen harmonischen Ebenen vier harmonische 
Strahlen ausschneidet und diese vier harmonischen Strahlen er- 
zeugen dann wirklich auf der Transversalen vier harmonische 
Punkte. 

Man weiss, dass der Winkel zweier Ebenen gemessen wird 
durch den Winkel, welchen zwei Gerade mit einander bilden, die 
aus den Ebenen durch eine zu ihrer Schnittlinie senkrechte 
Ebene ausgeschnitten werden. Bezeichnet man also einen der 
Winkel, welche die Ebenen a und/3 einschliessen, mit {aß) und 
legt den Zeichen {aß), {aß'), {a'ß') eine analoge Bedeutung 
bei, so ergibt sich aus der metrischen Gleichung, der vier har- 
monische Strahlen ab ab' genügen: 

sin {a b) : sin {a b) = sin {a b') : sin {a V) , 

die Relation zwischen vier harmonischen Ebenen aß a'ß': 

sin {aß) : sin{aß):=sin{aß') : sin {a'ß'). 

Ist (i eine Ebene, welche den Winkel zwischen a und a 
halbirt, so ergibt sich aus der entsprechenden Formel für vier 
harmonische Strahlen die fernere Beziehung zwischen vier har- 
monisehen Ebenen: 

tg^{^a) = tg^{lia)=:tg{iiß) . ^^(^^0- 
Die nachfolgenden Entwickelungen über die Gruppe von 
vier harmonischen Ebenen bedürfen keiner weiteren beweisenden 
Ausführungen. 

Zu drei Ebenen aßa mit bestimmter Zuordnung {a und a' 
seien zugeordnet) kann stets eine, aber auch nur eine vierte 
harmonische Ebene j3' (welche /3 zugeordnet ist) gefunden wer- 
den. Die Construction derselben kann unter Berücksichtigung 
entweder der ersten oder der zweiten Erzeugungsart von vier 
harmonischen Ebenen ausgeführt werden, entweder mit Anwen- 
dung der Construction des vierten harmonischen Punktes zu 
drei gegebenen bei bestimmter Zuordnung, oder mit Anwendung 
der Construction des vierten harmonischen Strahles. — Wenn 
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von vier harmonischen Ebenen ein Paar zugeordnete auf einander 
senkrecht stehen^ so sind sie die winkelhalbirenden Ebenen des 
anderen Paares. Umgekehrt, wenn von vier harmonischen Ebenen 
eine den Winkel ^v^eier zugeordneten halbirt, so steht sie auf 
der ihr zugehörigen senkrecht. — Vier parallele Ebenen, Vielehe 
durch vier harmonische Punkte gehen, können als eine Gruppe 
von vier harmonischen Ebenen aufgefasst werden, deren Schnitt- 
linie ganz im Unendlichen liegt. Wenn von vier solchen Ebenen 
aßa^ eine, z. B. /3 in der Mitte zwischen den zugeordneten 
a und a' liegt, so fallt die Ebene j3' ihrer ganzen Ausdehnung 
nach ins Unendliche. Umgekehrt wird jede Ebene, welche im 
Räume ihrer ganzen Ausdehnung nach ins Unendliche fallt, mit 
aß^' eine Gruppe von vier harmonischen Ebenen bilden. Will 
man also den Satz nicht umstossen, dass zu drei Ebenen bei 
bestimmter Zuordnung nur eine vierte harmonische gefunden 
werden kann, so muss man annehmen, dass vom Gesichtspunkte 
der harmonischen Eigenschaften aus alle in der Unendlichkeit 
des Baumes gelegenen Ebenön angesehen werden dürfen, als 
ob sie sich in eine einzige Ebene vereinigten, welche „die un- 
endlich entfernte Ebene des Raumes^ heisst. Ueber die geo- 
metrischen Eigenschaften derselben gilt das nämliche, was über 
die unendlich entfernte Gerade der Ebene gesagt worden ist. 

Es ist möglich, zu drei Elementen bei bestimmter Zuord- 
nung das vierte harmonische ohne Hilfe des Zirkels zu con- 
struiren. Diese Möglichkeit beruht auf dem Satze, dass auf 
jeder Diagonale eines vollständigen Vierseits vier harmotiische 
Punkte liegen, von denen zwei zugeordnete die auf dieser 
Diagonale befindlichen Ecken und die beiden anderen die Durch- 
schnitte der zwei übrigen Diagonalen mit der gegebenen sind. 

Zum Beweise hat man im Dreieck BCC die drei durch 
einen und denselben Punkt JB' gehenden Transversalen JSB'j 
CB' und B' C y welche ergeben: 

CD . CA . ÄB^DC . BA . AC. 

Ferner ist im Dreieck BCC mit der Transversalen AAi 

CA . BA . CD' = BA . AC . CB\ 

Multiplicirt man die beiden Gleichungen, so kommt 

CD.CD' = BC\CD' 

^^^"^ CB:BC'=^CB':CD\ 
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Will man also zu Fig. 40. 

drei Punkten CD G' den 
vierten harmonischen 
Punkt D' construiren, 
so hat man nur nach 
Anleitung der Figur ein 
vollständiges Vierseit in 
der dort durch Zahlen an- 
gegebenen Reihenfolge 
der Seiten und Diago- 
nalen herzustellen, um 
im Durchschnitt der Ge- 
raden 6 oder AÄ mit 
der Geraden oder GDC den gesuchten Punkt Z)' zu erhalten. 

Zu drei Strahlen aha, die sich in einem Punkte schnei- 
den, kann man den vierten harmonischen h zugeordneten Strahl 
V wie folgt finden: Auf h wähle man einen Punkt p, durch 
den man zwei willkürliche Gerade zieht. Diese schneiden auf 
a und a' vier Punkte aus, welche ein vollständiges Viereck 
bilden; 'g und sind zwei Diagonalpunkte desselben, der dritte 
mit verbunden liefert den gesuchten vierten harmonischen 
Strahl. Wie durch die angegebenen Constructionen des vierten 
harmonischen Punktes und Strahles die früher erwähnte Con- 
struction der vierten harmonischen Ebene vereinfacht werden 
kann, ist leicht abzuleiten. 

Es soll hier noch ein zweiter Beweis der harmonischen 
Eigenschaft des vollständigen Vierseits gegeben werden. 

Wenn zwei Gruppen von vier harmonischen Strahlen a^ h^ a\ V^ 
und a^h^a^b'^ einen Strahl gemein haben, so dass z. B. &^ und i^ 
ihrer ganzen Ausdehnung nach zusammen fallen, so liegen die 
resp. Schnittpunkte Ä, Ä', B' von a^ und a^y a\ und a\y b\ 
und J'g in einer Geraden. In der That wird die Verbindungs- 
gerade ÄÄ' von jeder der beiden Gruppen harmonischer Strah- 
len in vier harmonischen Punkten geschnitten und zwar (wenn 
B den Schnittpunkt vop ÄÄ' mit den vereinigten Strahlen fe^tj 
bedeutet) wird sowohl h\ als b'2 aus der Geraden ÄÄ' den 
vierten harmonischen B zugeordneten Punkt JB' zu ÄBÄ' aus- 
schneiden, d. h. die drei genannten Schnittpunkte liegen in 
gerader Linie. Analog wird der Satz bewiesen: Wenn zwei 
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Gruppen von vier harmonischen Punkten Ä^^Bj^Ä\ B\ und 
Ä2B^Ä\B'2 einen Punkt gemein haben, d. h. wenn z. B. B^ 
und JBg zusammenfallen, so gehen die resp. Verbindungsgeraden 
a, a'f h von Ä^^ und J-g, Ä\ und A'2, B\ und B\dmxch einen 
und denselben Punkt. 

Wenn nun (Fig. 40) die Geraden 1245 die Seiten eines 
vollständigen Vierseits mit den Diagonalen 0, 3, 6 sind, so kann 
man zu 1 2 den vierten harmonischen zugeordneten Strahl s^ 
und zu 045 den vierten harmonischen, ebenfalls zug'eordneten 
Strahl $2 construiren. Nach dem vorhin bewiesenen Satze schnei- 
den sich 5^ und $2 in dem vierten harmonischen D zugeordneten 
Punkte zu DBB\ Es schneiden sich aus demselben Grunde s^ 
und ^2 auch auf dem vierten harmonischen D' zugeordneten 
Punkte zu D' AA\ Der Schnittpunkt der genannten Strahlen 
liegt also auf jeder der beiden Diagonalen 3 und 6 und ist dem- 
nach der Schnittpunkt E derselben. Damit ist zugleich nach- 
gewiesen, dass sowohl AEA'D' als auch BEB'B vier harmo- 
nische Punkte sind. Ein Beweis, dass auch CD CD' eine Gruppe 
von vier harmonischen Punkten bilden, ist nicht weiter nöthig, 
sondern ergibt sich aus der Gleichberechtigung der drei Diagonalen. 

^ § 10. 
Das Punktsystem. 

Wählt man auf einer Geraden G einen Punkt und trägt 
von ihm aus Strecken Oa und Oa, Oh und OV, Oc und Oc' etc. 
so ab, dass 1) Oa . Oa'^ Oh . 06'= Oc . Oc ... =p* ist und dass 
2) je zwei entsprechende, mit gleichen Buchstaben bezeichnete 
Punkte a und a, h und V, c und c von aus entweder immer 
unter der nämlichen Richtung, oder aber immer in entgegen- 
gesetzter Richtung gesehen werden, so entsteht ein geometrisches 
Gebilde, welches Punktsystem, und zwar im ersten Fall hyper- 
bolisches, im zweiten Falle elliptisches Punktsystem heisst. Der 
Punkt ist der Mittelpunkt, irgend zwei entsprechende Punkte, 
wie a und a', h und 6', c und c etc. bilden ein Punktenpaar 
des Gebildes; die constante Grösse p^ ist dessen Potenz. 

Wenn von einem in der Geraden G gelegenen Punktsystem 
der Mittelpunkt und die Potenz p^ gegeben sind und wenn 
zugleich festgesetzt ist, ob dasselbe ein elliptisches oder ein 
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hyperbolisclies sein soll , so kann man zu jedem Punkte d in G 
sofort den Punkt d' construiren, der mit ihm zusammengenom- 
men ein Punktenpaar des Punktsystems bildet. Man trage nur 

die Strecke "— von auß im Falle des hyperbolischen Punkt- 
systems in der Richtung Od, im Falle des elliptischen in der 
entgegengesetzten Richtung ab, so ist der zweite Endpunkt 
dieser Strecke d\ Es gibt also in einem Punktsystem ebenso 
viele Punktenpaare, als es in einer Geraden Punkte gibt. Wenn 
d immer weiter von sich entfernt, so nähert sich d' immer 
mehr dem Punkte 0, d. h. der Mittelpunkt bildet mit dem 
unendlich entfernten Punkte der Geraden G ein Punktenpaar 
des Punktsystems. 

Seien a und a ein Punktenpaar des Punktsystems , für wel- 
ches Oa = Oay so dass also Oa^=Oa^=p^, so werden für ein 
elliptisches Punktsystem die Punkte die Strecke aa hälften, 
beim hyperbolischen Punktsystem aber vereinigen sich die Punkte 
a und a, und da das sowohl auf der einen als auf der anderen 
Seite von aus gesehen geschehen kann, so folgt: Beim ellip- 
tischen Punktsystem vereinigt sich nie ein Punkt mit seinem 
entsprechenden; beim hyperbolischen kommt dies zweimal vor 
und zwar in zwei Punkten ^^ und P27 welche die Eigenschaft 
haben, dass der Mittelpunkt der durch sie bestimmten Strecken 
ist. Die Punkte p^ und p^ heissen die Asymptotenpunkte oder 
die Doppelpunkte des Punktsystems; jeder von ihnen stellt ein 
Punktenpaar des Punktsystems vor, dessen Punkte sich ver- 
einigt haben. 

Da p^ = 0p^^=;0p2^==0a . Oa' = Oh . Ob' = Oc . Oc .. ., so 
folgt aus der metrischen Relation, die in § 8 für vier harmo- 
nische Punkte und den Mittelpunkt eines der beiden sich zu- 
geordneten Punktenpaare abgeleitet worden ist, dass a und a, 
b und 6', c und c etc. Punktenpaare sind, von denen jedes zu 
dem Punktenpaare ^1^2 '^^^^ö^^sch liegt. Also: In einem hyper- 
bolischen Punktsystem ist jedes Punktenpaar harmonisch zu den 
Asymptotenpunkten. Umgekehrt: Construirt man zu einem ge- 
gegebeneil Punktenpaar p^p^. alle möglichen ihm harmonisch 
zugeordneten Punktenpaare,, so erhält man ein Punktsystem, des- 
sen Asymptotenpunkte p^ und jpg siiid. Es folgt auch hieraus mit 
Leichtigkeit, dass jeder der Asymptotenpunkte als ein Punkten- 
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paar des Punktsystems aufge£E»st werden kann, dessen beide 
Punkte sich yereinigen« 

Wenn zwei Punktenpaare a und a, h und b' eines hyper- 
bolischen Punktsystems gegeben sind, so ist dasselbe YoUstan- 
dig bestimmt, da man sofort nach einer früheren Construction 
dasjenige Punktenpaar findet, welches den beiden harmonisch 
zugeordnet ist; dieses Punktenpaar besteht aus den beiden 
Asymptotenpunkten, mit deren Hilfe nun beliebig yiele Punkten- 
paare des Punktsystems gefunden werden können. Wenn die 
Asymptotenpunkte bekannt sind, so kann man auch den Mittel- 
punkt sofort angeben und von diesem aus in der Construction 
vorgehen. — Soll ein Punktenpaar existiren, welches gleich- 
zeitig zu a und a' und zu b und b' harmonisch liegt, so muss 
man, insofern der Weg durch's Unendliche gestattet ist, auf 
der Geraden dieser vier Punkte von a nach a gelangen können, 
ohne einen der Punkte b oder 6' zu überschreiten; es gibt also 
audi nur unter dieser Voraussetzung ein hyperbolisches Punkt- 
system, welchem die beiden gegebenen Punktenpaare angehören. 
Ist aber die angegebene Situationsbedingung nicht erfallt, so 
gehören die beiden Punktenpaare einem bestimmten elliptischen 
Punktsystem an; es ist demnach in jedem Falle durch zwei 
Punktenpaare stets ein und nur ein Punktsystem bestimmt. 

Diesen Satz leitet man ab, indem man eine Eigenschaft 
des Kreises zu Hilfe nimmt. Zieht man von einem Punkte p 
aus, der innerhalb oder ausserhalb eines Kreises liegt, zwei 
willkürliche Seimen oder Secanten durch den Kreis, welche den- 
selben in a, a und b, V treffen mögen, so erhält man beidemale 

Fig. 41. 
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pa ,pa' =pb .ph\ wie sich aus der Aehnlichkeit der Dreiecke 
paV und pa'b ergibt. Construirt man jetzt sämmtliche Kreise, 
die durch zwei feste «Punkte A und B laufen, und schneidet 
dieselben durch eine beliebige Transversale, so wird im All- 
gemeinen irgend einer der Kreise von der Transversalen in einem 
Punktenpaare geschnitten und alle diese Punktenpaare bilden 
ein Punktsystem. Die Transversale G, welche zwischen den 

Fig. 42. 




Punkten A und B hindurchgeht, erzeugt ein elliptisches, die 
Transversale 6r^, für welche A und B auf der nämlichen Seite 
liegen, ergibt ein hyperbolisches Punktsystem; die beiden Mittel- 
punkte m und m^^ liegen auf der Geraden AB. Man hat in 
der That, wenn K^ und JEg irgend zwei der Kreise, aa\ hV 
xmd a^a\j b^i\ ihre Schnittpjinkte mit G und 6?^ sind, nach 
der vorhin für den Kreis bewiesenen Eigenschaft: 

ma . ma' = mA . mB = mb . m6', 

^1«! . mj^a\=m^A . m^B = mj^b^ . ni^b\, 

so dass also für die auf G und G^ gelegenen Punktsysteme nicht 

nur die Mittelpunkte, sondern auch die Potenzen mA . mB und 

m^A.m^B gegeben sind. 

Wenn demnach ein Punktsystem construirt werden soll, 
von welchem zwei Punktenpaare aa\ bV gegeben sind, so lege 
man durch einen beliebigen Punkt A in der Ebene die Kreise 
Aaa und AbV^ welche sich ausser in A noch in B schneiden 
mögen. Jeder durch die Punkte A und B gelegte Kreis schneidet 
dann auf der Geraden der Punkte aa, bV ein Punktenpaar des 
durch dieselben bestimmten Punktsystems aus, dessen Mittel- 
punkt nach dem vorhin bewiesenen Satze auf der Geraden AB 
liegt. Das Punktsystem ist elliptisch, wenn A und B auf ver- 
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schiedenen Seiten, und hyperbolisch, wenn diese Punkte auf der 
nämlichen Seite derjenigen Geraden liegen, auf welcher das 
ganze Punktsystem enthalten ist. 

Da durch zwei Punktenpaare ad und hV ein Punktsystem 
vollkommen bestimmt ist, so wird von einem dritten Punkten- 
paar cc nur ein Punkt c willkürlich gewählt werden dürfen und 
dann, der zweite c'. vollständig bestimmt sein; um ihn zu finden, 
braucht man blos den Kreis ÄBc zu legen, so schneidet der- 
selbe den Punkt c aus. Es muss also zwischen drei Punkten- 
paaren, die demselben Punktsystem angehören, resp. den von 
ihnen gebildeten Strecken eine gewisse Relation bestehen, die 
abgeleitet werden soll. 

Es seien aa', bh\ cc' drei Punktenpaare eines elliptischen 
Punktsystems, mit dem Mittelpunkte m und der Potenz jp^. Es 

Fig. 43. 
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ist dann ma'=-^^--, m&= -^,, also 

ma mo ma.mo ma.mb 

In derselben Weise, wie sich ergeben hat: 



findet man auch 



und 



ab = — r>, 

ma ,mo 

,,, p^.ah 

ab == — -, , 

ma.mb 

p^ .ad , , jp^. ac 



ac^=— >, ac = 



ma.mc ma.mc 

Wenn man bedenkt , dass p^ = mb . mb' = mc , mc , ergibt 

sich hieraus ,, ,,, , ,, 

a b ,a _ab . ab 

de .de ac . ac 

Genau dieselbe Relation würde sich auf analogem Wege auch 
für drei Punktenpaare eines hyperbolischen Punktsystems ab- 
leiten lassen. Da alle Punktenpaare eines Punktsystems voll- 
kommen gleichberechtigt sind, so wird das gefundene Resultat 
nicht alterirt, wenn in demselben irgend zwei Punktenpaare mit 
einander vertauscht werden, d. h. die abgeleitete Gleichung re- 
pjcäsentirt eigentlich die drei nachfolgenden: 
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ab. ab' ab. ab' ba.ba Vn.Vd ca,ca' ca,ca 
ac.ac a'c.ac''* bc ,bc ~V c .b'c'* cb .cV ^ ch .c b* 

Durch Multiplication derselben ergibt sich 

ab ba cd ^dV Vd ca 

ac bc cb ac bc cb 
oder 

a b^ , d(? . Vc^ = d V^ . ca? . hc^ 

und deshalb auch 

ab . de . Vc = a'6' . c'a . bc. 

Da nun in einem Punktsystem zwei Punkte eines Punktenpaares 
genau dieselbe Rolle spielen, so verliert diese Gleichung ihre 
Giltigkeit nicht, wenn man in ihr resp. a und a\ b und b'y 
c und c' vertauscht, wodurch sie übergeht in: 

db . ac . Vc =aV . cd . bc\ 
aV .dc.bc ^=db . ca . Vc\ 
a b . de' .Vc^=db' .ca . bc. 

§11. 

Bas Strahlsystem. 

Die Gesammtheit der Strahlenpaare, welche von einem 
Punkte der Ebene aus nach den sämmtlichen Punktenpaaren 
eines Punktsystems gezogen werden können, bilden ein Strahl- 
system, und zwar entsteht aus einem elliptischen Punktsystem 
ein elliptisches, aus einem hyperbolischen Punktsystem ein hyper- 
bolisches Strahlsystem. Das hyperbolische Strahlsystem kann 
auch wie folgt definirt werden : Die sämmtlichen Strahlenpaare, 
welche zu einem gegebenen Strahlenpaare, den Asymptoten, 
zugeordnet harmonisch sind, bilden ein hyperbolisches Strahl- 
system. Dasselbe wird von jeder beliebigen Transversalen in 
einem hyperbolischen Punktsystem geschnitten, weil ja vier 
harmonische Strahlen von jeder beliebigen Transversalen in vier 
harmonischen Punkten geschnitten werden.» Man zeigt leicht, 
dass überhaupt jedes beliebige Strahlsystem aus einer Trans- 
versalen ein Punktsystem ausschneidet, indem man zunächst 
eine Relation herleitet, welche zwischen drei Strahlenpaaren des- 
selben besteht. 

Zu diesem Zwecke verfährt man in derselben Weise wie in 
§9, wo es sich darum handelte, zu zeigen, dass vier harmo- 
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Fig. 44. nische Strahlen von jeder 

Transversalen in vier har- 
monischen Punkten ge- 
schnitten werden. Es 
sei der Mittelpunkt 
eines Strahlsystems, fer- 
ner seien aa, ßß\ yy 
Strahlenpaare desselben, 
die sich in schneiden, 
zudem mögen in bekann- 
ter Weise (a/J); (a/SO etc. 
die von den Strahlen ein- 
geschlossenen Winkel sein. Mit aa', 66', cd bezeichne man die 
drei Punktenpaare eines auf der Geraden G gelegenen Punkt- 
systems, welches mit zusammen das, vorliegende Strahlsystem 
erzeugt, P sei der Fusspunkt des von auf G gefilllten Per- 
pendikels. Man hat dann, indem man die Inhalte der durch 
0, P und resp. a, a', 6, 6', c, c' gebildeten Dreiecke das eine 
Mal aus Grundlinie und Höhe, das andere Mal aus zwei Seiten 
und dem eingeschlossenen Winkel berechnet: 

AOa6 = 4a6.0P=^Oa. 06.5m(a/3),' 

also 

, Oa.Ob * r o\. 
ab = ^p stn {aß): 

Berechnet man in derselben Weise ah\ ac, a(f und bildet 

die Ausdrücke 

a6.a6' , a6.a'6' 

? und — TT^ 

ac ,ac ac .ac ^ 

so findet sich nach gehöriger Reduction: 

sin {a ß) sin (ccß') _ sin (aß) sin {aß ') 

sin{ay),sin{ay) sin{ay) siniay')' 

Man sieht daraus, dass zwischen den ^Sinussen der Winkel, 
■welche von drei Strahlenpaaren eines Strahlsystems gebildet 
werden, genau dieselbe Relation 'besteht, wie zwischen den 
Strecken, welche drei Pünktenpaare eines Punktsystems erzeugen. 
Die eine dieser Relationen zieht die andere nach sich, so dass 
in der That ein Strahlensystem von jeder Transversalen in einem 
Punktsystem geschnitten wird. Dass auch beim Strahlensysteme 
die Strahlenpaare gleichberechtigt sind, und in einem derselben 
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die beiden Strahlen die gleiche Rolle spielen, ist klar. Man 
hat also für drei Strahlenpaare eines Strahlsystems in An- 
wendung dieser Bemerkung neben der bereits abgeleiteten Glei- 
chung noch die anderen: . 

sin (ß a) sin {ß cT) __ sin (ß'a) sin (ß'a) ^ 
sin (ß y) sin (ß y) """ sin (ß'y) sin (ßY) ' 

sin (y a) sin (y a) sin (ycc) sin {y'cc) ^ 

sin (y ß) sin (yß^) "" sin (yß) sin {y'ß) ' 

sin (a ß) sin (a y) sin {ß V) =: sin {aß ') sin (ya) sin (ß y) 5 
sin (a ß) sin (a y) sin (ß Y) = sin (a ß ') sin {ycT) sin (ß y) ; 

sin(aß') sin{ay) sin{ßy') = sin{cc ß) sin{ytt)sin(ß'y)\ 
sin {a ß) sin (a y') ^^^ {ß V) = ^^^ {^'ß ^^ (y ^) ^^ G^ /)• 

Durch zwei Strahlenpaare aa\ ßß' ist ein Strahlsystem voll- 
ständig bestimmt und zu jedem Strahle y desselben kann der 
zugeordnete in vollkommen eindeutiger Weise gefunden werden. 
Dies geschieht, indem man eine Transversale legt, welche aus 
den genannten Strahlen die Punkte aa^ bb\ c ausschneidet. 
Der Punkt c, welcher mit c zusammen ein Punktenpaar des 
durch aa^ hV bestimmten Punktsystems bildet, kann nach 
Früherem construirt werden und liefert, mit dem Mittelpunkte 
des Strahlsystems verbunden, den y zugeordneten Strahl y\ 

Im Punktsystem befindet sich ein ausgezeichnetes Punkten- 
paar, welches aus dem Mittelpunkte und dem unendlich ent- 
fernten Punkte besteht. Ebenso gibt es in einem Strahlsystem 
ein ausgezeichnetes Strahlenpaar, das einen rechten Winkel ein- 
schliesst. Im hyperbolischen Strahlsystem besteht dieses Paar 
aus den Winkelhalbirenden der Asymptoten, dass es aber für 
jedes beliebige Strahlsystem existirt, zeigt folgende Betrachtung : 
Wird ein Strahlsystem mit dem Mittelpunkte durch eine 
Transversale G geschnitten, so kann man durch und je ein 
Punktenpaar de^ auf 6r »erzeugten Punktsystems einen Kreis 
legen, und alle diese Ereise schneiden sich ausser in noch 
in einem festen Punkte 0\ Der Winkel, welcher von einem 
Strahlenpaare des Strahlsystems eingeschlossen wird, kann nun 
als Peripheriewinkel in einem dieser Kreise aufgefasst werden 
und soll er ein Rechter sein, so muss der Mittelpunkt des be- 
treffenden Kreises auf der Geraden G liegen. Alle Kjreise, die 

Geiser, Einleit. in die synthet. Geometrie. O 
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durch und 0' gehen, haben ihre Mittelpunkte auf einer Ge- 
raden , welche G im Allgemeinen nur in einem einzigen Punkte 
"k treffen wird \ schlägt man um diesen als Mittelpunkt einen 
Kreis, der durch die Punkte und 0' geht, so erhält man auf 
6r zwei Schnittpunkte s^ und Sg, welche mit verbunden das- 
jenige Strahlenpaar ergeben, welches einen rechten Winkel ein- 
schliesst: die Axen des Strahlsystems. Ein besonderer Fall ist 
noch zu erwähnen. Wenn nämlich und 0' symmetrisch zu 
Gr gelegen sind, dann ist jeder Punkt auf (r Mittelpunkt eines 
Kreises, der gleichzeitig durch und .0' läuft. Das in befind- 
liche Strahlsystem hat also die Eigenschaft, dass irgend eines 
seiner Strahlenpaare einen rechten Winkel einschliesst. Um- 
gekehrt: Dreht man einen rechten Winkel um seinen Scheitel 
herum, so erzeugen seine Schenkel «in besonderes elliptisches 
Strahlsystem, welches das circulare Strahlsystem heisst. 

Durch Einführung des Mittelpunktes wird das Punktsystem 
in einfacher Weise metrisch definirt. Ebenso vereinfachen sich 
die metrischen Relationen für das Strahlsystem, wenn die Axen 
eingeführt werden. Seien in der That a und a die Axen eines 
Strahlsystems, /3/3' und yy zwei Strahlen desselben, so geht, 
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da (««') = 900, also (a /3) = 90o~ («j3), {a'ß') = 90^ ^ (aß'), 
(«» = 900-(«y),.(«y) = 90o~(«/) ist, die Formel 

sm(aß)sin(aß') __ sin{(x!ß)sin{aß') 
sin (ay) sin (« /) "~ sin{uy) sin{ay) 



über in 



oder 



sin ja ß) sin (a ß ') _ cos {aß) cos (aß') 
sin (ay) sin (a y) ~~ cos(ay) cos{ay) 



tg{aß)tg{aß')^tg{ay)tg{ayy 

Dieses Product der Tangenten bleibt constant für alle Strahlen- 
paare des Strahlsystems, die mit den Axen in Beziehung gesetzt 
werden; es wird die Potenz des Strahlsystems genannt. 

Das circulare Strahlsystem ist ein elliptisches Strahlsystem, 
dessen Potenz = 1 ist. Man kann auch ein hyperbolisches Strahl- 
system construiren, welches dieselbe Potenz hat, das gleichseitig 
hyperbolische Strahlsystem, dessen Asymptoten, wie leicht zu 
verificiren ist, senkrecht zu einander stehen. Ein anderes spe- 
cielles Strahlsystem, welches in gewissem Sinne den Ueber- 
gang vom elliptischen zum hyperbolischen vermittelt, ist das 
parabolische, dessen beide Asymptoten zusammenfallen. Sei 
der Mittelpunkt eines solchen Strahlsystems, ferner repräsen- 
tire <y das zusammengefallene Paar der Asymptoten, so wird der 
einem beliebig durch gelegten Strahle a entsprechende Strahl 
d sich mit (? vereinigen. Umgekehrt bildet mit jedem be- 
liebigen Strahle des Strahlsystems ein Strahlenpaar, 

Von speciellen Fällen des Punktsystems sei zunächst das para- 
bolische erwähnt, in welchem die beiden Asymptotenpunkte sich 
vereinigt haben. Sei j> der Punkt, in welchem dies geschehen 
ist, so wird auch der Punkt a, welcher mit einem beliebigen 
Punkte a ein Punktenpaar des Punktsystems bildet, mit ^ zu- 
sammenfallen; umgekehrt bestimmt j9 mit jedem beliebigen 
Punkte der Geraden, auf welcher sich das Punktsystem befindet, 
ein Punktenpaar derselben. Man nennt gleichseitig hyperbolisches 
Punktsystem ein solches, welches einen seiner Asymptotenpunkte 
im Unendlichen hat; der andere Asymptotenpunkt liegt dann 
in der Mitte irgend eines der Punktenpaare, aus denen das 
Punktsystem besteht, ganz analog wie auch die Asymptoten 
eines gleichseitig hyperbolischen Strahlsystems die Winkel irgend 
eines seiner Strahlenpaare halbiren. — Ein eigenthümliches 

5* 
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Punktsystem existirt auf der unendlich entfernten Geraden der 
Ebene: es wird dasselbe durch irgend ein circulares Strahlsystem 
ausgeschnitten und besteht aus denjenigen unendlich entfernten 
Punkten der Ebene, die aus irgend einem zugänglichen Punkte 
derselben unter rechten Winkeln gesehen werden. 

Man kann unmittelbar die Eigenschaften der Punktsysteme 
und Strahlsysteme auf Ebenen übertragen, die von einer will- 
kürlich im Kaume gelegenen Geraden aus durch die Punkten- 
paare eines Punktsystems oder von einem Punkte aus durch die 
Strahlenpaare eines Strahlsystems gelegt werden können. Auf 
solche Ebenensysteme und ihre Specialfalle, die sich leicht er- 
geben, soll nicht weiter eingegangen werden. 

Lange bevor die im Vorhergehenden enthaltene Theorie 
der Punktsysteme und Strahlsysteme entwickelt war, hat man 
sich mit den Eigenschaften einer Gruppe von sechs Punkten 
in einer Geraden beschäftigt, zwischen deren Abständen die in 
§ 10 abgeleiteten Relationen für drei Punktenpaare eines Punkt- 
systems gelten. Sechs solche Punkte nannte man eine Invo- 
lution und daher rührt die zusammenfassende Bezeichnung von 
Punktsystemen, Strahlsystemen und Ebenensystemen als invo- 
lutorische Gebilde. 

Die Aufgabe, den sechsten Punkt einer Involution zu finden, 
von welcher fünf Punkte mit bestimmter Zuordnung gegeben 
sind, kann zwar mit den bereits angegebenen Hilfsmittehi gelöst 
werden, aber die Construction erfordert zu ihrer Ausführung 
den Zirkel. Eine lineale Losung gründet sich auf den Satz, 
dass die sechs Seiten eines vollständigen Vierecks von irgend 
einer Transversalen in einer Involution, geschnitten werden. 

Das vollständige Viereck e^e^e^e^^ habe die drei Paar^ von 
Gegenseiten aa, ßß', yy\ die drei Diagonalpunkte A, B^ G 
und schneide auf der Transversalen G mit seinen Seiten die 
Punkte aa, 66', cc' aus. Nach einem bekannten Transversalen- 
satze ergibt dann das Dreieck Aaa 

mit der Transversalen 

ß : ab .Ae^.ae^^^ba . ae^ . Ae^^ 

ß': aV. Ae^ . ae^ = Va . ae^ . Ae^y 

y : de, Ae^ . ae^ = ca . de^ . Ae^, 

y : de . Aßfi . acg, = ca . de^ . -4e,. 



^o • \Af V'o -**- \y IM • %M C/Q . ^^ C/O« 
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Hieraus durch Multiplication: 

ah . aV , OLC ,ac 

oder 

ah . aV 



a'h . aV . ac ,a(f 



r -Lf 



ac . ac 



a'h » a h 

? 7~7' j 

ac .ac 



d. h. aa\ hh% cd sind drei Punktenpaare eines Punktsystems 
oder sechs Punkte einer Involution. Nimmt man an, die fünf 
Punkte ad, hV, c seien in der durch die Bezeichnung angedeu- 
teten Zuordnung gegeben, so findet man c vermittelst des 
Lineals allein, indem map. die Seiten des vollständigen Vierecks 
e^e^e^e^ in der durch die Zahlen 1 bis 6 angegebenen Reihen- 
folge zieht. 
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Viertes Kapitel 

Lineare Beziehungen in der Ebene und im Räume. 

§ 12. 

Die Centralprojection. 

Zwei beliebig im Räume gelegene Ebenen jK^ und E^ kön- 
nen von einem willkürlichen Punkte M aus punktweise aufeinan- 
der bezogen werden, indem man solche Punkte entsprechende 
nennt, welche auf einer durch M gehenden Geraden liegen. 
Soll also zu einem Punkte 2h ^^ -^i ^^^ entsprechende in E^ 
gefunden werden, so zieht man den Strahl Mp^^ dessen Durch- 
schnitt mit E2 den gesuchten Punkt P2 ergibt. Zu einem be- 
liebigen Punkte in JE^ gehört im Allgemeinen stets ein, aber 
auch nur ein Punkt in E^ und umgekehrt. Sei E\ die durch 
M parallel zu E^ gelegte Ebene,, so wird dieselbe jE^ in einer 
Geraden G2 treffen, von der irgend ein Punkt q^ nicht im eigent- 
lichen Sinne des Wortes einen entsprechenden Punkt ^^ in Ej^ 
hat, da ja in diesem Falle der Strahl Mq^ zu JE^ parallel ist. 
Man nimmt nun aber an, dass eine Ebene und eine ihr paral- 
lele Gerade einen unendlich entfernten Punkt, den unendlich 
entfernten Punkt der Geraden, gemein haben, und darf dann' 
sagen, irgend ein Punkt q^ in JE^, der auf Gg liegt, hat seinen 
entsprechenden Punkt q^ auf E^ im Unendlichen. Wenn um- 
gekehrt ein Punkt q^ auf JE^ im Unendlichen liegt, so wird 
Mq^ zu E^ parallel sein und in E\ liegen und demnach gehört 
zu g^ ein Punkt q^ auf E^, der in der Geraden G^g enthalten ist. 
Bezeichnet man mit (r^ den Durchschnitt der durch M parallel 
zu E2 gelegten- Ebene E\ mit E^, so zeigt sich in ähnlicher 
Weise, dass zu jedem Punkte auf G^ in E^ ein im Unendlichen 
gelegener Punkt auf ^g gehört, während auch jedem unendlich 
entfernten Punkte in E2 ein Punkt auf G^ in E^ entspricht. 
Wenn man also wieder wie bei den harmonischen Eigenschaften 
festsetzt, dass im Unendlichen einer Geraden alle dort befind- 
lichen Punkte in einer einzigen sich vereinigen, so kann man 
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sagen: Durch die Centralprojection werden zwei Ebenen E^ und 
E2 von einem Punkte M aus vollkommen eindeutig und zwar 
ohne Ausnahmen aufeinander bezogen. Es mag noch bemerkt 
werden, dass jeder Punkt der Schnittgeraden 6r von E^ und E2 
sich selbst entspricht. 

Liegt in E^ eine Gerade g^, so wird der Ort der ihren 
Punkten entsprechenden Punkte in JEJg oder ihre Projection die 
Gerade g^ sein, welche die durch M und g^ bestimmte Ebene 
aus JE?2 ausschneidet; g^ und ^2 schneiden sich in einem Punkte, 
der auf G liegt. Zu jeder Geraden, welche in JE?2 ihrer ganzen 
Ausdehnung nach im Unendlichen liegt, gehört in E^ die Ge- 
rade 6rj, und irgend einer Geraden, welche ihrer ganzen Aus- 
dehnung nach im Unendlichen der Ebene J5^ liegt, entspricht 
in E2 die Gerade 6r2. Will man nun den sonst allgemein gil- 
tigen Satz, dass zu einer Geraden in E^ eine und nur eine 
Gerade in -EJg gehöre, nicht mit einer Ausnahme für die vorlie- 
genden Fälle versehen, so muss man annehmen, dass vom Ge- 
sichtspunkte der Centralprojection aus sich alle Geraden, die 
ihrer ganzen Ausdehnung nach im Unendlichen einer Ebene 
liegen, so verhalten, als ob sie in einer einzigen Geraden ver- 
einigt wären, der unendlich entfernten Geraden dieser Ebene. 
Damit findet diese bereits in § 9 angeführte Bezeichnung eine 
neue Rechtfertigung. 

Punkte, die in Ej^ auf einer Geraden liegen, haben ihre 
entsprechenden in E2 wieder auf einer Geraden. Sind a^a\y 
hy})\ vier harmonische Punkte, so bilden auch ihre Projectionen 
eine Gruppe von vier harmonischen Punkten a^a^, ^h^^ in der 
That wird die Projection durch vier von M ausgehende Strah- 
len vermittelt, welche, weil sie die erstgenannte Gruppe ent- 
halten, harmonisch sind und also auch in E^ von vier harmo- 
nischen Punkten geschnitten werden müssen. Da die Projection 
von vier harmonischen Strahlen in E^ auch in E^ durch vier 
harmonische Ebenen, die von M ausgehen, vermittelt wird, so 
folgt, dass vier harmonische Strahlen durch Centralprojection 
wieder in vier harmonische Strahlen verwandelt werden. Da die 
von einem Punkte aus durch ein Punktsystem gelegten Strahlen 
ein Strahlsystem bilden, und jedes Strahlsystem auf einer Trans- 
versalen ein Punktsystem erzeugt, so folgt, dass einem Punkt- 
systeme in E^ ein Punktsystem in E^ centralprojectivisch zu- 
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gebart ^ imd ebenso^ dass in E^ und E^ aacb StraUsjsteme sich 
entsprechen. Sechs Ponkte in LiTolution werden dnrch Projec- 
iion wieder zu sechs Ponkten in Involntion. Ein vollständiges 
n-Eck oder n-Seit in Et wird wiederom einem yoUstandigen 
n-Eck oder n-Seit in E^ entsprechen n. s. w. 

Die Centralprojection kann hanfig dazu benutzt werden ^ den 
Beweis von geometrischen Sätzen zu erleichtern und zu verein- 
fiM^hen. Ist z. B. der Satz von den perspectivisch li^enden 
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Dreiecken (§ 1) zu be- 
weisen ^ so kann folgen- 
dermassen vorg^angen 
werden : In einer Ebene 
-Bj sollen zwei Dreiecke 
A^B.C,, Ä\B\C\ lie- 
gen, derart, dass die Ge- 
raden A^A\y B^B\y 
Cy^C\ durch einen und 
denselben Punkt 0^ lau- 
fen; es spll gezeigt wer- 
den^ dass die Schnitt- 
punkte «1, ß^, yj der 
Seitenpaare jB^ G^ und 

A^B^ und A\B\ in 
gerader Linie liegen. 
Man wähle ausserhalb E^ 
einen beliebigen Punkt 
M und verbinde densel- 
ben mit der Geraden «^ /Jj 
durch eine Ebene JS'g. 
^^'^^Eine zu E\ parallele 
Ebene E^ werde nun 
von M aus mit E^ in 
centralprojectivischeBe- 
ziehung gesetzt. Den 
Dreiecken 
•<!, A,B,C,, Ä\S\C\ 
entsprechen zwei neue 
Dreiecke 
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^jB2C^2; -^'2 ^'2 ^'2^ welche die Eigenschaft haben, dass A^Al,^^ 
£2 ^27 ^2^2 ^^^^ ^^ einem Punkte Og schneiden. Die Seiten- 
paare B2G2 und B\C\y C2Ä2 und (7^2 -^'2 schneiden sich in 
Punkten «g und /Sg, welche die Projectionen von a^ und ß^ sind, 
also im Unendlichen liegen, d. h. diese Seitenpaare sind parallel. 
Nijn wird aber leicht vermittelst ähnlicher Dreiecke gezeigt, dass 
auch Ä2JB2 und ^'2 ^'2 parallel sind, also ihr Schnittpunkt ^g 
ebenfalls im Unendlichen liegt; derselbe ist aber der ent- 
sprechende Punkt zu yj^y womit bewiesen ist, dass y^ auf der 
Geraden «i/S^ liegen muss. 

In derselben Weise wird die harmonische Eigenschaft des 
vollständigen Vierseits zur Evidenz gebracht. Projicirt man ein 
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in der Ebene JE^ gelege- 
nes vollständiges Vierseit 
so auf eine Ebene E2 , dass 
eine seiner Diagonalen ins 
Unendliche von E2 fällt, 
so wird es zu einem Paral- 
lelogramm, dessen beide 
im Endlichen gelegenen 
Diagonalen sich halbiren, 
während sie von der drit- 
ten in ihren unendlich 
entfernten Punkten ge- 
schnitten werden. Auf 
zweien der Diagonalen des 
in J5?2 gelegenen vollstän- 
digen Vierseits liegen also 
vier harmonische Punkte, 
von denen zwei als Ecken 
dem vollständigen Vier- 
seit angehören, die bei- 
den anderen aber Schnitt- 
punkte der Diagonalen 
sind. Da die harmonische 
Eigenschaft in der Ebene E2 bewiesen ist, so gilt sie auch 
in der Ebene JE7^, womit der Satz vom vollständigen Vierseit 
allgemein bewiesen ist. ♦ 

Die Gruppe von vier harmonischen Punkten ist im Eingang 
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des § 8 ans metrischen Belationen definirt worden. Das voll- 
ständige Vierseit gibt die Mittel an die Hand^ eine solche 
Gruppe von Punkten zu definiren, ohne den Begriff des Masses 
resp. der Strecke zu Hilfe zu nehmen. Man nennt vier harmo- 
nische Punkte solche^ die auf einer Diagonalen eines vollstän- 
digen Vierseits derart vertheilt sind, dass zwei Zugeordnete von 
denselben Ecken das Vierseit bilden, während die anderen von 
den beiden übrigen Diagonalen ausgeschnitten werden. Es ist 
nun zu zeigen, dass, wenn drei von den Punkten mit bestimm- 
ter Zuordnung gegeben sind, dann der vierte eindeutig be- 
stimmt ist*. 

Es seien in einem vollständigen Vierseit a und b gegenüber- 
liegende Ecken, c der Schnittpunkt der Diagonalen ah und cgf, 
ferner efgh die übrigen vier Ecken des Vierseits und schliess- 
lich d der Durchschnitt von eh mit ab. Für ein zweites in 
Betracht kommendes Vierseit seien abcefglid' die entsprechen- 
den Elemente, dann ist nachzuweisen, dass rf und d' zusammen- 
fallen, d. h. dass eh und eK sich auf der Geraden ab schnei- 
den. Zu dem Ende drehe man das zweite Vierseit aus der 
Ebene des ersten heraus und betrachte dann die beiden Vierseite 
als centralprojectivisch aufeinander bezogen. Das Centrum der 
Projection bestimmt sich wie folgt: Man lege eine Ebene durch 
ef und ef, eine zweite durch gh und g'h' und eine dritte durch 
gf \xnA g'f^ dann schneiden sich diese drei Ebenen in dem ge- 
suchten Punkte Jf. Es leuchtet ein, dass nun die Vierseite 
ihrem vollen Umfange nach aufeinander bezogen sind, und da 
eh und eh' ein Paar entsprechender Geraden bilden, so müssen 
sie^sich in einem Punkte schneiden, welcher den beiden Ebenen 
der Vierseite gemein ist, d. h. sie treffen sich in einem Punkte 
d der Geraden ab. Dies trifft auch dann noch ein, wenn das 
zweite Vierseit in die Ebene des ersten zurückgedreht wird. 

Analog beweist man den Satz: Schneiden die drei Paare 
gegenüberliegender Seiten eines vollständigen Viereckes e^e^e^e^ 
aus einer Transversalen die Punktenpaare aa^jbb^yCC^ aus, wäh- 
rend dieselbe Transversale von den drei Paaren gegenüberliegen- 
dier Seiten eines andern Vierecks in aa^, bb^, cc^ geschnitten 
wird, so fallen die Punkte c^ und Cg zusammen. Daraus lässt 
sich eine Definition von drei Pu^iktenpaaren eines Punktsystems 
ableiten, die frei ist von allen metrischen Beziehungen. 
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Geht man also von den beiden zuletzt angegebenen Sätzen 
aus, so gelangt man zu einer Theorie der harmonischen und 
involutorischen Gebilde, die alle früher in dieser Richtung 
abgeleiteten Sätze ergibt, mit Ausnahme derjenigen, welche 
von den Grössenverhältnissen zwischen Strecken und Winkeln 
handeln. 



§ 13. 
Lineare Transformationen. 

Die Centralprojection ist, wie bereits ausgesprochen wurde, 
durch folgende Eigenschaften zur Ableitung geometrischer Sätze 
dienlich : Sie lehrt irgend eine ebene Figur in eine andere ver- 
wandeln, so dass Punkte wieder zu Punkten, Gerade wieder zu 
Geraden werden. Da aber Projectionscentrum und Projections- 
ebene willkürlich gewählt werden dürfen, so gelingt es häufig, 
die projicirte Figur bedeutend zu vereinfachen und so Sätze von 
einfachen Figuren überzutragen auf verwickelte. Ganz dasselbe 
kann man mit harmonischen Eigenschaften leisten und zwar 
ohne aus der Ebene herauszugehen. 

Man wähle in der Ebene eine Gerade G und einen nicht 

auf dieser Geraden gelegenen Punkt 0. Dann findet man zu 

jedem Punkte » in t^. .^ 

1 TTu • Flg. 49. 

der Jlibene einen zu- .^ 

geordneten in der /' 

Weise, dass man die /' 

öerade p zieht, wel- y 

che 6r in den Punkten . / 

s treffen möge und /^' 

nun zu den Punkten , 

pOs den vierten har- ^ / . ^ 

monischen, p zuge- ^ ~ 

ordneten Punkt p' construirt. Zu jedem Punkte p gehört stets 
ein und nur ein Punkt p' und zu dem Punkte p' gehört um- 
gekehrt der Punkt jp, d. h. die Beziehung ist eindeutig und 
reciprok. Als sjjecielle Fälle mögen erwähnt werden: 1) der 
Punkt 0, der sich selbst entspricht, 2) die Punkte auf der Ge- 
raden 6r, welche sich ebenfalls selbst entsprechen, 3) die un- 
endlich entfernten Punkte der Ebene, deren entsprechende 
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Punkte auf der Geraden liegen, welche in gleichem Abstände 
von und G geführt wird. 

Um den Ort zu finden, welchen jp' beschreibt, wennjp eine 
Gerade g durchläuft, bemerke man zunächst, dass g und G sich 
in einem Punkte s schneiden. Legt man durch s diejenige Ge- 
rade g' , welche zu den Geraden g, 6r, Os den vierten harmo- 
nischen g zugeordneten Strahl liefert, so ist diese der Ort des 
Punktes p, denn jede durch gelegte Gerade schneidet die vier 
harmonischen Strahlen in vier harmonischen Punkten, also g in 
dem irgend einem p zugeordneten p\ Es entspricht also jeder 
'Geraden wieder eine Gerade, und zwar schneiden sich ent- 
sprechende Gerade auf Cr. Specielle Fälle sind folgende: 1. Der 
Geraden G entspricht G selbst», 2. jede durch gelegte Gerade 
entspricht sich selbst; 3. der Geraden, welche in gleichem Ab- 
stände von G und liegt, entspricht die unendlich entfernte 
Gerade der Ebene. 

Als Anwendung mag der Beweis des folgenden Satzes die- 
nen. Werden die Seiten BC, CA, AB eines Dreiecks ABC 

von einer Transver- 
salen @ resp. in den 
Punkten -4^, JS^, C^ 
geschnitten, und man 
construirt die resp. 
-4.^, B^, Gl zugeord- 
neten vierten harmo- 
nischen Punkte A^, 
B^, C^ zu A^BC, 
B^CA, G^AB, so 
laufen die drei Gera- 
den AA^, BB^y CCi 
durch einen und den- 
selben Punkt. Man 
wähle in der Ebene einen beliebigen Punkt und eine Gerade 
6r, welche parallel zu @ und doppelt so weit von entfernt 
ist als diese, so wird durch Transformation der beschriebenen 
Figur nach der eben auseinandergesetzten Methode aus dem 
Dreieck ABC ein neues Dreieck AB'C', aus ® entsteht die 
unendlich entfernte Gerade der Ebene und die Punkte A^y B^j 
Cj verwandeln sich in die Mitten A^, B\y G\ der Seiten des 
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Dreiecks Ä'B'C\ Da nun Ä'Ä'^, B'B\, CG\ sich im Schwer- 
punkt dieses Dreiecks treffen, so werden auch die sie erzeugen- 
den Geraden AA^y BB^, CC^ durch einen und denselben Punkt 
gehen müssen. 

Die üebertragung dieses Princips in den Raum ist so ein- 
fach, dass die wichtigsten Sätze, welche dasselbe betreffen, an 
dieser Stelle ohne Beweis mitgetheilt werden dürfen. Man wähle 
eine Ebene E und einen nicht in ihr liegenden Punkt 0. Zu 
einem Punkte p wird der entsprechende gefunden, indem man 
die Gerade Op zieht, welche E in s schneidet, und zu den 
Punkten jp05 den vierten harmonischen, p zugeordneten Punkt ^j' 
construirt. Auch im Räume ist die Beziehung eindeutig und 
reciprok. Der Punkt entspricht sich selbst, jeder Punkt auf 
E fallt ebenfalls mit seinem entsprechenden zusammen, einem 
unendlich entfernten Punkte entspricht einPunkt auf der Ebene®, 
welche in gleichem Abstände von und E geführt wird. Einer 
Geraden g gehört eine Gerade g zu, und zwar schneiden sich 
g und g auf JB. Einer Ebene e entspricht eine andere Ebene e', 
so dass e und e sich in einer auf E gelegenen Geraden treffen. 
Die Ebene E entspricht sich selbst, ebenso ist jede durch 
gehende Ebene sich selbst zugeordnet. Die Ebene (g entspricht 
allen unendlich entfernten Punkten, d. h. der unendlich entfern- 
ten Ebene des Raumes. 

Zur Erläuterung der geraachten Bemerkungen soll ein vor- 
hin bewiesener Satz für das Dreieck auf das Tetraeder überge- 
tragen werden. Schneidet man die sechs Kanten eines Te- 
traeders durch eine Ebene, und bestimmt auf jeder Kante zu 
den beiden auf ihr gelegenen Ecken und dem in ihr enthaltenen 
Schnittpunkte mit der Ebene den vierten harmonischen, dem 
letzteren zugeordneten Punkt, so erhält man sechs Punkte, 
welche die Eigenschaft haben, dass die drei Verbindungsgera- 
den der auf den drei Paaren gegenüberliegender Kanten dieses 
Tetraeders enthaltenen sich in einem und demselben Punkte 
begegnen. Sei die schneidende Ebene 6, so wähle man einen 
beliebigen Punkt und eine zu (5 parallele, doppelt so weit 
wie (S von entfernte Ebene E und transformire nach dem 
Vorigen die ganze Figur auf und E. Man erhält dann ein 
neues Tetraeder, zusammengenommen mit der unendlich ent- 
fernten Ebene des Raumes; aus den sechs zu untersuchenden 
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Punkten werden die Mitten der Kanten dieses Tetraeders. Diese 
erzeugen in der That nach § 6 in den drei Verbindungsgeraden 
je zweier gegenüberliegender unter ihnen drei Gerade, die sich 
in einem Punkte schneiden; dasselbe gilt auch von den ur- 
sprünglichen sechs Punkten. 

Es mag zum Schlüsse dieses Paragraphen noch ein ähn- 
liches Transformationsprincip für den Baum in kurzen Zügen 
angedeutet werden. 

. Man wähle im Baume zwei Gerade G und 6?!, welche sich 
nicht schneiden und nicht parallel laufen. Durch irgend einen 
Punkt p, welcher nicht auf einer von ihnen liegt, ist dann stets 
eine und nur eine Gerade^ möglich, welche die beiden gegebenen 
schneidet. Bestimmt man zu den beiden gefundenen Schnitt- 
punkten und zu p den vierten harmonischen, p zugeordneten 
Punkt p', so kann man den Baum durch p und p' linear auf 
sich selbst beziehen. In der That entspricht einem Punkte p 
im Baume stets ein und nur ein Punkt p und umgekehrt ; einem 
Punkte auf einer der beiden Fundamentalgeraden entspricht er 
selbst. Einem Punkte, der in unendlicher Entfernung liegt, 
entspricht ein anderer auf der Ebene, welche G und G' parallel 
verläuft und von diesen Geraden gleichweit entfernt ist. 

Sei E eine Ebene, für Welche der Ort der ihren Punkten 
entsprechenden Punkte gefunden werden soll, so wird dieselbe 
G und G, in zwei Punkten s und s^ schneiden, deren Verbin- 
dungsgerade g heisse. Die Ebene durch g und G heisse e, die 
Ebene durch g und G^ heisse e^, dann construire man zu Eee^ 
die vierte harmonische, E zugeordnete Ebene E^] diese ist der 
Ort der Punkte,* welche den Punkten der Ebene E zugehören. 
In der That trifft eine durch G und G^ gelegte Gerade die Ebe- 
nen EE^ee^ in vier harmonischen, also E und E^^ in zwei sich 
entsprechenden Punkten. Eine Ebene und ihre entsprechende 
schneiden sich in einer- Geraden, welche sowohl G als G^ triffifc. 
Eine Ebene, welche eine der Fundamentalgeraden enthält, ent- 
spricht sich selbst. Dem Durchschnitt zweier Ebenen gehört 
wieder der Durchschnitt zweier Ebenen zu, d. h. einer Geraden g 
entspricht wieder eine Gerade g^. Im Allgemeinen liegen die 
vier Geraden gg^GG^ so, dass jede Gerade, welche dreien von 
ihnen begegnet, auch die vierte trifft. Zwei sich entsprechende 
Gerade schneiden sich im Allgemeinen nicht; trifft aber eine 
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Gerade eine der beiden Fundamentalen, so hat sie mit ihrer 
entsprechenden auf dieser einen Punkt gemein. TriflFt eine Ge- 
rade beide Fundamentallinien, so entspricht sie sich selbst. 

Vier harmonischen Punkten entsprechen wieder vier har- 
monische Punkte, vier harmonischen Strahlen entsprechen vier 
harmonische Strahlen und vier harmonischen Ebenen vier har- 
monische Ebenen. Auch die involutorischen Gebilde bleiben bei 
dieser Transformation involutorisch. 



Kreis und Kugel. 



Fünftes Kapitel. 

Potenz. Aehnlichkeitspunkte. 

§ 14. 

Die Fotenzlinie zweier Kreise. 

Aus § 10 (Fig. 41) kann man die nachfolgenden beiden 
Öätze ziehen : 1 . Zieht man von einem Punkte P innerhalb eines 
Kreises aus Sehnen durch den Kreis, so entstehen auf jeder der- 
selben zwei Abschnitte, deren Product einen constanten Werth 
hat, der nur abhängig ist von der Lage des angenommenen Punk- 
tes und dem Radius des Kreises, es ist dasselbe nämlich gleich 
dem Quadrate der halben kleinsten Sehne, die durch den Punkt 
im Kreise gezogen werden kann.. Diese kleinste Sehne wird 
gefunden, indem man jp mit dem Mittelpunkte M des vorgeleg- 
ten Kreises durch eine Gerade verbindet und auf dieselbe in p 
ein Perpendikel errichtet. 2. Zieht man durch einen Punkt P 
ausserhalb eines Kreises Secanten, so erhält man auf jeder der- 
selben zwei Abschnitte, deren Product constant ist, und zwar 
gleich dem Quadrate einer der beiden von P aus an den Kreis 
zu legenden Tangenten. 

In beiden Fällen heisst das constante Product die Potenz 
des Punktes in Bezug auf den Kreis, und zwar, wenn P 
innerhalb des Kresies liegt, innere Potenz, wenn P ausserhalb 
des Kreises liegt, äussere Potenz. Alle Punkte, welche gleiche 
innere oder gleiche äussere Potenz in Bezug auf einen festen 
Kreis M erzeugen, liegen auf einem mit M concentrischen 
Kreise. Die äussere Potenz kann durch gehörige Wahl von P 
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jedem beliebigen Werthe gleich gemacht werden; sie ist Null 
für einen Punkt auf dem Kreise selbst und wird unendlich 
gross, wenn P ins Unendliche rückt. Die innere Potenz ist für 
einen Punkt auf dem Kreise selbst ein Minimum und wird ein 
Maximum für den Mittelpunkt des Kreises , für welchen sie gleich 
dem Badiusquadrat ist. 

Eeducirt sich der Kreis auf seinen Mittelpunkt M, d. h. 
wird sein Badius unendlich klein angenommen , so ist die Po- 
tenz eines Punktes P in Bezug auf denselben gleich FM'^, und 
zwar ist sie stets eine äussere Potenz. Man kann aber auch 
den Badius des Kreises M unendlich gross werden lassen. Dies 
kann in verschiedener Weise geschehen. Man halte zunächst 
den Mittelpunkt fest, dann wird bei wachsendem Badius der 
Kreis immer weiter rücken und schliesslich ganz ins Unendliche 
rücken, d. h. auf die unendlich entfernte Gerade der Ebene zu 
liegen kommen. Da aber der Kreis immer noch die Eigenschaft 
behält, von einer Geraden, die durch seinen Mittelpunkt geht, 
in zwei Punkten geschnitten zu werden, so muss man an- 
nehmen, dass der' betrachtete Kreis aus der doppelt gelegten 
unendlich entfernten Geraden der Ebene bestehe. Man kanji 
aber noch anders verfahren. Von einem Kreise halte man einen 
Punkt P seiner Peripherie fest und lasse den Mittelpunkt auf 
einer durch P gehenden Geraden Q fortschreiten, so wird der 
Kreis immer das in P auf 6r errichtete Perpendikel O' zur Tan- 
gente haben und sich dieser Tangente um so mehr anschmiegen, 
je grosser sein Badius wird. Lässt man denselben unendlich gross 
werden, so fällt ein Theil des Kreises mit 6r' zusammen, der 
andere Theil aber kommt auf die unendlich entfernte Gerade zu 
liegen, d. h. eine beliebige Gerade der Ebene, zusammen ge- 
nommen mit der unendlich entfernten Geraden der Ebene, 
kann als ein Kreis von unendlichem Badius angesehen werden. 
Die Potenz eines beliebigen Punktes in Bezug auf einen solchen 
Kreis kann sowohl als innere wie auch als äussere betrachtet 
werden; sie ist im Allgemeinen unendlich gross und wird un- 
bestimmt, sobald der Punkt auf einer der beiden den Kreis con- 
stituirenden Geraden angenommen wird. 

Wenn sich zwei Kreise M^ und M^ in den Punkten s^ und s^ 
schneiden, so hat jeder Punkt P der Verbindungsgeraden s^s^ 
die Eigenschaft, dass für ihn die Potenzen nach M^ und M2 

Geiser, Einleit. in die synthet. Geometrie. 6 
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gleich sind. Liegt P auf s^ s^ selbst, so ist die Potenz eine 
innere, liegt P auf der Verlängerung der Strecke 5^52? so ist 
die Potenz eine äussere, woraus folgt, dass die Tangenten, 
welche man von einem solchen Punkte P aus an M^ und Jfg 
legen kann,, einander gleich sind. Also: Wenn zwei Kreise 
sich schneiden , so ist die Verbindungsgerade ihrer beiden 
Schnittpunkte (ihre gemeinschaftliche Sehne) eine Linie gleicher 
Potenzen oder eine Linie gleicher Tangenten für die Kreise. 

Es soll nun für zwei beliebige Kreise in der Ebene der 
Ort aller derjenigen Punkte bestimmt werden, welche nach den- 
selben entweder gleiche äussere oder gleiche innere Potenz er- 
zeugen. Wird zunächst von den speciellen Fällen abgesehen, 
in welchen einer der beiden Radien Null oder unendlich ist, 
oder wo beide Radien gleich sind, so können zwei Kreise M^ 
und Jtfg ™* ^®^ Radien r^ und rg, von denen r^ der grossere 
sei, zunächst concentrisch liegen, so dass -Mg "^^^ -^i S^^^ ein- 
geschlossen wird. Lässt man dann den Mittelpunkt von M^ auf 
einer Geraden sich bewegen, so wird zunächst M^ immer noch 
Jfg einschliessen , bis an einer gewissen Stelle eine Berührung 
von innen eintritt; nachher schneiden sich die beiden Kreise, 
auf welches hin eine äussere Berührung eintritt, und schliesslich 
kommen die beiden Kreise aussereinander zu liegen. Es ist 
leicht zu zeigen, dass gleiche innere Potenzen nur dann ein- 
treten, wenn M^^ und ikfg sich schneiden, und dann nur auf der 
geradlinigen Strecke, welche die beiden Strecken mit einander 
verbindet, oder wenn M^ und jjfg sich berühren, und dann nur 
im Berührungspunkte. Es sind jetzt nur noch die Punkte zu 
untersuchen, für welche gleiche äussere Potenzen eintreten, mit 
anderen Worten: Es ist der Ort aller derjenigen Punkte zu 
bestimmen, für welche die Tangenten nach zwei festen Kreisen 
M^ und M^ einander gleich sind, wobei zunächst von dem Falle 
abgesehen wird, wo die Kreise concentrisch sind. 

Sei P ein solcher Punkt, x und y seien seine Entfernungen 
nach Jfj und M^ (wenn die Bezeichnung der Kreise gleichzeitig 
für die Mittelpunkte benutzt wird), f^ und t^ seine Tangenten 
nach M^ und iüfg, so hat man: 

t^ = x^ — r^^, i^^'f — r^, 
und da t^ = t^ sein soll: 
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die Punkte P haben also die Eigenschaft, dass die Differenz 
der Quadrate ihrer Abstände von zwei festen Punkten M^ und 
Jtfg einen constanten Werth hat. Fällt man von P aus ein 
Perpendikel auf die Centrallinie M^M^, dessen Fusspunkt Q 
sein mag, so ist M^Q^:=^x^^PQ^y M^Q^ = y^-PQ^, also 
Mj^ Q^ --QM^^^x^-y^^ r^^ - r^^ , d. h. auch für den Punkt Q 
ergeben sich gleiche Potenzen nach den Kreisen M^ und jSfg. 
Umgekehrt, ist Q ein Punkt der Centrallinie M^M2, der nach 
den beiden Kreisen gleiche Potenzen ergibt, so gilt dasselbe 
für jeden Punkt des Perpendikels , das in Q auf die Centrallinie 
gefallt werden kann. Es existirt aber auf Jfjitfg nur ein ein- 
ziger Punkt §, für welchen M^Q^—QM^ einen bestimmten 
Werth r^ — r^ erlangt. Da r^ — r^ positiv ist, so muss der 
Punkt Q mit M^ auf derselben Seite von der Mitte m der 
Strecke M^M^ gesehen liegen; für jeden Punkt dieser Strecke 
ist M^Q + Q M^ = M^M^j während M^Q—QM^ wächst, also 
auch M^Q^ — Q^M^ zunimmt, wenn man von m aus nach M^ 
vorwärts geht. Geht aber Q über M^ hinaus, so ist immer 
M^Q-QM^^M^M^y indess M^Q+M^Q, also auch M^Q^-QM^^ 
wächst, womit gezeigt ist, dass Q nur einmal die gestellte Be- 
dingung erfüllen kann; einmal muss dies geschehen, weil 

6* 
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M^Q^—M^Q^ durch die angegebene Veränderung jeden belie- 
bigen positiven Werth einmal erlangt. 

Es gilt also der Satz: Der Ort aller Punkte, welche nach 
zwei gegebenen Kreisen entweder gleiche innere oder gleiche 
äussere Potenz erzeugen-, ist eine Gerade, welche auf der Cen- 
trallinie der Kreise senkrecht steht. Dieser Satz kann ohne 
Schwierigkeiten auch ftir die ausgeschlossenen Specialfiille in 
Bezug auf seine Giltigkeit untersucht werden. 

Man muss schliesslich noch die Lage des Punktes Q unter- 
suchen. Wenn er auf der Strecke M^ M^ selbst liegt, so ist 
für ihn 

also r 2 _ -*. 2 

Daraus ergibt sich 

^'^^ 2M^M, ' ^'^^ 2M,M, • 
Wenn aber Q auf der Verlängerung von M^ M^ liegt, so ist 

^^^"" 2M,M^ ' ^^V- 2M^M^ ' 

durch welche Gleichungen der Punkt Q vollkommen bestimmt 
ist, da ja schon der Werth für M^ Q seine Lage genügend an- 
gibt, indem Q mit ilfg von Jf^ aus immer in derselben Richtung 
gesehen wird. 

Durch zwei Kreise M^ und M2 lassen sich stets zwei Ku- 
geln ft^ und fig legen, welche sich längs eines Kreises k schnei- 
den. Wenn man einen Punkt p ausserhalb der Ebene E der 
beiden Kreise wählt, so werden die durch p und Jüf^, p und M^ 
gelegten Kugeln den Punkt p gemein haben und sich also in 
demselben entweder berühren, oder sich in einem Kreise schnei- 
den, welcher p enthält. Eine Berührung tritt aber nur fiir ge- 
wisse Punkte ein, welche in der Ebene sich befinden, die durch 
Jf^üfg senkrecht zu E gelegt werden kann; die ausgesprochene 
Behauptung ist also bewiesen. 

Sei e die Ebene des Schnittkreises k der beiden Kugeln 
fii und fig, so wird irgend ein in e gelegener Punkt die Eigen- 
schaft haben, dass die von ihm aus an fi^ und fi^ möglichen Tan- 
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genten gleichlang sind. In der That ist die Länge dieser Tan- 
genten gleich den Tangenten, die von dem angenommenen 
Punkte aus an To gelegt werden können, was man aus dem Satze 
folgert: Legt man durch einen Punkt p eine Ebene, welche 
eine Kugel ft längs eines Kreises h schneidet, so sind die Tan- 
genten von ^ an Ä; zugleich Tangenten von jp an fi. Da nun 
E durch ft^, ftg ^^'^ ^ gelegt ist, so erhalten wir in dieser 
Ebene durch ft^ und ftg ^i® beiden Kreise M^ und Jfg, ferner 
durch e eine Gerade 6r. Nach dem vorhin angeführten Satze 
hat jeder Punkt von G die Eigenschaft, dass die von ihm aus 
an die Kreise von M^ und M^ möglichen Tangenten einander 
gleich sind, d. h. (r ist die Potenzlinie der beiden Bjreise M^ 
und Jlfg; damit ist nun das Mittel gegeben, unter allen Um- 
standen die Potenzlinie zweier Kreise zu finden, freilich unter 
Voraussetzung räumlicher Constructionen, die sich indess ohne 
grosse Schwierigkeiten in ebene Constructionen verwandeln 
lassen. 

Einige Consequenzen aus den vorhergehenden Betrach- 
tungen mögen hier Platz finden. Legt man durch zwei Kreise 
M^ und M^ beliebig viele Kugeln und wählt von diesen irgend 
eine durch M^ gehende und eine durch M^ gehende aus, so 
wird die Ebene des Schnittkreises der beiden angenommenen 
Kugeln stets durch eine feste Gerade gehen, welche die Potenz- 
linie der KJreise M^ und M^ ist. Für Kreise, welche sich be- 
rühren oder sich schneiden, ist dieser Satz selbstverständlich. — 
Für zwei concentrische Kreise M^ und M^ liefert die räumliche 
Construction als Potenzlinie die unendlich entfernte "Gerade, wie 
sofort einzusehen ist. — Ebenso wie man beim Kreise den 
Radius unendlich klein oder unendlich gross werden lassen 
kann und dann specielle Fälle des Kreises findet, so kann man 
auch für die Kugel dieselben Specialisirungen vornehmen und 
findet so, dass ein Punkt als eine Kugel mit unendlich kleinem 
Radius aufgefasst werden kann, während eine beliebige Ebene, 
zusammengenommen mit der unendlich entfernten Ebene des 
Raumes, als Kugel mit unendlich grossem Radius auftritt. — 
Aus der letzten Bemerkung leitet man den Satz ab : Die Potenz- 
linie zweier Kreise, von welchen der eine M^ ganz willkürlich 
ist, während der andere in eine Gerade G und die unendlich 
ntfemte Gerade der Ebene zerfällt, ist die Gerade 6r, 
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Wenn in der Ebene drei Kreise M^y M^, M^ in beliebiger 
Lage gegeben sind, so bestimmen je zwei von ihnen eine Po- 
tenzlinie; diejenige von Jfg und M^ sei G^, die von Jtfg und M^ 
sei (tj und die von M^ und M^ sei G^. Die Geraden G^, G^, 
G^ schneiden sieh in einem und demselben Punkt , denn sei 

Fig. 52. 




der Schnittpunkt von G^ und G^j so sind für diesen Punkt, 
weil er G^ angehört, die Potenzen nach M^ und M^ einander 
gleich, ebenso, weil er G^ angehört, sind seine Potenzen nach 
M^ und Jfi gleich; demzufolge sind auch seine Potenzen nach 
M^ und M^ einander gleich, also liegt er auf der Potenzlinie 
G^ dieser Kreise. Ist ausserhalb eines der drei Kreise iLf^, 
Jfcfg; -^3 g^l^gßii; SO sind die Tangenten von ihm aus an diese 
Kj-eise gleich lang und demzufolge ist er der Mittelpunkt eines 
Kreises, welcher Jf^, M^ und M^ unter rechten Winkeln schnei- 
det und der Orthogonalkreis dieser drei Kreise heisst. 

Der eben bewiesene Satz, dass die drei Potenzlinien dreier 
Kreise zu je zweien genommen durch einen und denselben Punkt 
laufen, dient dazu, die Potenzlinie G zweier Kreise M^ und M^ 
zu ziehen, die sich nicht schneiden. Man lege einen Kreis My 
welcher die beiden gegebenen schneidet, so werden die Potenz- 
linien von M und Jlfj, resp. von M und M^ die sofort zu con- 
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struirenden gemeinschaftlichen Sehnen sein. Fällt man von 
deren Schnittpunkt aus ein Perpendikel auf die Centrallinie 
JfiJfg; so ist dasselbe die gesuchte Potenzlinie G. 



§ 15. 
Kreisscbaaren und Kugelschaaren« 

Legt man durch zwei Punkte s^ und Sg alle möglichen 
EJreise^ so entsteht eine Kreisschaar, welche die Eigenschaft 
hat, dass die Potenzlinie irgend zweier aus der Schaar entnom- 
mener Kreise die Verbindungsgier ade Sj^S2 ist. Die Mittelpunkte 
aller dieser Kreise liegen in dem Perpendikel, das in der Mitte 
der Strecke s^Sg auf dieser Strecke errichtet werden kann. Um- 
gekehrt ist jeder Punkt dieses Perpendikels, welches die Axe 
der Kreisschaar heisst, Mittelpunkt eines und nur eines ganz 
bestimmten Kreises der Schaar. Es gibt einen Kreis der Schaar, 
welcher der kleinste von allen ist: er hat die Verbindungsgerade 
der Grundpunkte s^Sg ^^^ Durchmesser; der grösste Kreis der 
Schaar besteht aus der Geraden s^s^ und der unendlich entfern- 
ten Geraden der Ebene. Legt man von einem Punkte der ge- 
meinschaftlichen Potenzlinie P der Schaar aus, welcher nicht 
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Fig. 54. auf der Strecke 5^52 selbst liegt, 

jP Tangenten an die Kreise, so sind 

dieselben gleich lang, d. h. ihre 
Endpunkte liegen auf einem 
Kreise, welcher den angenom- 
menen Punkt zum Mittelpunkt 
, und irgend eine der Tangenten 
zum Radius hat. Man erhalt auf 
diese Weise für jeden Punkt der 
Potenzlinie einen Kreis und alle 
diese Kreise bilden eine neue 
KJreisschaar, welche zwar in man- 
cher Beziehung von der vorhin 
charakterisirten Kreisschaar, die 
Kr eis seh aar der ersten Art 
genannt werden soll, verschie- 
den ist, in mancher anderen Be- 
ziehung aber mit ihr in den 
Eigenschaften übereinstimmt. 
Die Kreisschaar der zweiten Art hat zufolge ihrer 
Definition die Eigenschaft, dass jeder der ihr angehörigen Kreise 
alle Kreise der ersten Schaar unter rechten Winkeln schneidet. 
Daraus folgt, dass umgekehrt jeder Kreis der ersten Schaar 
jeden Bjreis der zweiten Schaar unter rechtem Winkel trifft; 
schneidet aber ein Kreis zwei gegebene Kreise rechtwinklig, so 
muss sein Mittelpunkt nothwendig auf der Potenzlinie der bei- 
den anderen Kreise liegen, weil die von ihm aus an diese Kreise 
gezogenen Tangenten Radien eines und desselben Kreises, also 
gleich lang sind. Diese Bemerkung beweist den Satz: Die 
sämmtlichen Kreise der Kreisschaar zweiter Art haben eine ge- 
meinsame Potenzlinie ; wählt man auf derselben einen beliebigen 
Punkt, so sind die Tangenten, die von ihm aus an die Kreise 
gelegt werden können, gleich lang und ihre zweiten Endpunkte 
liegen auf einem Kreise, welcher der ersten Schaar angehört, 
d. h. die erste Kreisschaar kann aus der zweiten ganz ebenso 
abgeleitet werden, wie die zweite aus der ersten abgeleitet wor- 
den ist.- 

Zwei Kxeisschaaren, welche in der eben auseinandergesetz- 
ten Beziehung zu einander stehen , heissen conjugirteKreis- 
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schaaren. Die Potenzlinie der einen Schaar ist der Ort der 
Mittelpunkte oder die Axe der andern Schaar und umgekehrt. 
Während die Kreise der ersten Schaar zu je zweien sich in den- 
selben zwei Punkten, den Grundpunkten der Schaar, schneiden, 
so werden sich zwei Kreise der zweiten Schaar nie treffen. 
Wäre nämlich ein Schnittpunkt irgend zweier dieser Kreise vor- 
handen, so müsste derselbe allen Kreisen der Schaar angehören; 
man kann aber zwei ICreise der Schaar angeben, welche sich 
nicht schneiden, also können überhaupt niemals zwei Kreise 
dieser zweiten Kreisschaar sich treffen. Die genannten Kreise 
haben den Radius Null und sind die Grundpunkte s^ und $2 der 
ersten Kreisschaar. Werden diese Grundpunkte als Kreise der 
zweiten Schaar betrachtet , so nennt man sie die Grenzpunkte 
der Schaar. In der Kreisschaar der zweiten Art gibt es zwei 
Kreise, deren Radius Null ist; die Punkte, als welche sie sich 
darstellen, liegen symmetrisch zur gemeinsamen Potenzlinie der 
Schaar und sind auf der Geraden enthalten, auf welcher sämmt- 
liche Mittelpunkte sich befinden, also auf der Axe der Schaar. 
Unter allen Kreisen der zweiten Schaar ist derjenige der grösste, 
dessen Mittelpunkt im Unendlichen liegt; er besteht aus der 
unendlich entfernten Geraden der Ebene und der Potenzlinie 
der Schaar. Während bei der Kreisschaar der ersten Art jeder 
Punkt der Axe zugleich Mittelpunkt eines der Schaar angehöri- 
gen KJreises ist, so tritt das bei der Schaar zweiter Art nicht 
ein, denn die auf der Strecke s^Sg gelegenen Punkte ergeben 
keine Tangenten an die Kreise der Kreisschaar erster Art. Füi* 
die Kreisschaar zweiter Art liegen die Mittelpunkte also nur auf 
den Verlängerungen der Strecke s^^g. Zwei conjugirte Kreis- 
schaaren haben die Eigenschaft, dass die Grenzpunkte der einen 
Schaar zugleich die Grundpunkte der andern Schaar sind; hat 
eine der beiden Schaaren Grundpunkte, so hat die andere Schaar 
deren kein^, dafür aber Grenzpunkte und umgekehrt. Durch 
jeden Punkt der Ebene geht ein und nur ein Kreis der einen 
Schaar und ein und nur ein Kreis der andern Schaar; die bei- 
den Kreise schneiden sich rechtwinklig. 

Irgend eine Kreisschaar wird von einer beliebigen Trans- 
versalen in einem Punktsystem geschnitten. Für eine Kreis- 
schaar der ersten Art ergibt sich dieser Satz aus den Betrach- 
tungen, die in § 10 an die Fig. 42 geknüpft worden sind. Es 
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ist also hier der Beweis nur für eine Kreisschaar der zweiten 
Art zu führen. 

Zu diesem Zwecke sei eine Kreisschaar mit der Potenzlinie 
P gegeben, der unter anderen die Kreise M^ und M^ angehö- 
ren. Wird auf einer 
beliebigen Transver- 
salen G ein Punkt ge- 
.. _^ wählt, so geht durch 

denselben ein Kreis 
der Schaar, welcher 
^9 6r noch in einem zwei- 
ten Punkte trifft, der 
^ ^'^^.^ ^^^ \ iiiit dem erstange- 

nommenen ein Punk- 
tenpaar bildet. Die unendlich vielen Punktenpaare, die in die- 
ser Weise auf G erhalten werden, bilden ein hyperbolisches 
Punktsystem, dessen Mittelpunkt der Schnittpunkt m von 6f 
und P ist. In der That hat man aus der Eigenschaft der Po- 
tenzlinie sofort für die Schnittpunkte a^ und a\, a^ und a\ 
von G mit My^ und M^ die Grundrelation des Punktsystems in 
Bezug auf seinen Mittelpunkt, nämlich ma^,ma\^=ma^.ma\y 
wodurch der aufgestellte Satz bewiesen ist. Derselbe erleidet, 
wie aus dem Beweise hervorgeht, nur dann eine Ausnahme, 
wenn G mit P oder mit der unendlich entfernten Geraden der 
Ebene G^ zusammenfällt. 

In einem hyperbolischen Punktsystem gibt es zwei Doppel- 
oder Asymptotenpunkte, welche die Eigenschaft haben, dass in 
jedem von ihnen ein Punktenpaar des Punktsystems vereinigt 
ist. Die Kreise, welche diese Punktenpaare auf G ausschneiden, 
berühren 6r. Wenn also eine Transversale G aus einer Kreis- 
schaar ein hjrperbolisches Punktsystem ausschneidet, so gibt es 
zwei Kreise der Schaar, welche G berühren; ergibt sich aber 
auf G ein elliptisches Punktsystem, so ist es nicht möglich, 
Kreise der Schaar zu finden, welche mit G eine Berührung ein- 
gehen. Dieser letztere Fall kann nur eintreten, wenn die Kreis- 
schaar Grundpunkte hat, welche auf verschiedenen Seiten von G 
liegen. 

Auf der Axe einer Kreisschaar liegt immer ein Punktsystem, 
das von den Kreisen ^ der Schaar ausgeschnitten wird und für 
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die erste Art elliptisch, für die zweite Art hyperbolisch ist. 
Wenn es sich also darum handelt, die Doppelpunkte eines hyper- 
bolischen Punktsystems zu finden, von welchen zwei Punkten- 
paare a^ und a\, «g und a'g gegeben sind, so schlage man über 
den Strecken a^a\ und a^a'^ als Durchmesser Kreise ilf^ und M^* 
Dieselben bestinmien eine Kreisschaar, aus welcher zwei Kreise 
die Gerade berühren, auf welcher das Punktenpaar liegen soll; 

Fig. 56. 




M^ fz 



da aber diese Gerade die Axe der Schaar ist, so können die 
genannten Kreise keine anderen sein, als die Grenzpimkte der 
Schaar. Um die Grenzpunkte zu finden, construire man die 
Potenzlinie P der Kreise M^ und Jfg; von einem Punkte der 
Potenzlinie aus lege man eine Tangente an einen der Kreise 
M^f -Mg? so kann man vermittelst derselben einen Kreis der- 
jenigen Schaar zeichnen, welche zu der gegebenen conjugirt ist; 
wo derselbe die Gerade der Punkte a^a\ und a.^a\ schneidet, 
sind die gesuchten Grenzpunkte, resp. die Asymptotenpunkte 
^1 und JTg des hyperbolischen Punktsystems. 

Als üebergang von der Kreisschaar der ersten zu der der 
zweiten Art bietet sich eine Schaar von Kreisen dar, welche 
sich sämmtlich in einem und demselben Punkte berühren. Sie 
entsteht, wenn in einer Kreisschaar der ersten Art die beiden 
Grundpunkte, oder in einer Kreisschaar der zweiten Art die 
beiden Grenzpunkte sich vereinigen. Einer solchen Kreisschaar 
ist eine ähnliche conjugirt, wie man sich aus Fig. 57 überzeugt. 



92 



Kreis und Kugel. 



Fig. 57. 




Da zwei concentrische Kreise die unendlich entfernte Gre- 
rade der Ebene zur Potenzlinie haben, so kann man annehmen, 
dass die sämmtlichen Kreise, welche einen gegebenen Punkt M 
zum Mittelpunkt haben, eine Kreisschaar bilden, deren Axe 
unbestimmt ist, d. h. jede durch M gehende Gerade kann als 
Axe angesehen werden, insofern sie die sämmtlichen Mittel- 
punkte der Kreise (welche sich in M vereinigen) enthält. Um 
die conjugirte Schaar zu finden, bemerke man, dass die Mittel- 
punkte ihrer Kreise im Unendlichen liegen, so dass also diese 
Kreise, insofern sie überhaupt in das endliche Gebiet der Ebene 
hineinragen, aus Geraden bestehen. Wenn eine Gerade einen 
Kreis unter rechten Winkeln schneiden soll, so muss sie durch 
den Mittelpunkt des Kreises gehen, woraus durch ümkehrung 
folgt, dass die sämmtlichen Geraden, die durch M gehen, und 
von denen jede mit der unendlich entfernten Geraden der Ebene 
zusammengenommen wird, als eine Kreisschaar aufgefasst wer- 
den können, die conjugirt ist zu der Schaar concentrischer 
Kreise mit dem Mittelpunkte M, 

Die betrachtete Schaar concentrischer Kreise wird, wie jede 
Kreisschaar, von einer Transversalen G in einem Punktsysteme 
geschnitten. Dieses Punktsystem ist immer ein gleichseitig 
hyperbolisches (§ 11), dessen einer Asymptotenpunkt der Fuss- 
punkt des von M auf G gefällten Perpendikels ist, während der 
andere Asymptotenpunkt im Unendlichen liegt. Das Punkt- 
system, in welchem die zur concentrischen Kreisschaar conju- 
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girte Schaar geschnitten wird, ist ein parabolisches, dessen 
vereinigte Asymptotenpunkte sich auf der unendlich entfernten 
Geraden der Ebene befinden. 

Die verschiedenen Arten von Kreisschaaren lassen sich her- 
stellen, indem man die Gesammtheit der Kugeln zu Hilfe nimmt, 
welche sich durch einen festen Kreis h legen lassen. Sei dessen 
Ebene e, so wird eine beliebige Ebene E aus der Kugelschaar 
eine Schaar von Kreisen ausschneiden, deren gemeinschaftliche 
Potenzlinie die Durchschnittsgerade P der Ebenen e und E ist. 
Die Mittelpunkte der Kugeln der Schaar liegen in einer zu e 
senkrechten Geraden, welche den Mittelpunkt von i enthält; 
wenn durch diese Gerade eine senkrechte Ebene zu E gelegt, 
wird, so schneidet dieselbe in E eine Gerade aus, welche die 
Mittelpunkte der Kreisschaar enthält. 

Wenn P (oder E) mit Tc zwei Punkte gemein hat, so er- 
zeugt die Kugelschaar in E eine Kjreisschaar der ersten Art; 
treffen P und J sich nicht , so erhält man eine Kreisschaar der 
zweiten Art. Ist P eine Tangente an Ic, so wird diejenige 
Kreisschaar erzeugt, welche den Uebergang der ersten zur zwei- 
ten vermittelt. Ist schliesslich P die unendlich entfernte Ge- 
rade der Ebene E (mit anderen Worten: ist E parallel zu e), 
so erhält man eine Schaar concentrischer Kreise; dies verliert 
aber seine Giltigkeit, sobald e und E zusammenfallen. 

Dreht man zwei Kreise M^ und M^ und ihre Potenzlinie P 
um die Centrallinie M^M^ herum, so entstehen aus M^ und M^ 
zwei Kugeln M^ und M^ und aus P eine Ebene e, welche die 
Eigenschaft hat, dass für jeden ihrer Punkte, von dem aus über- 
haupt Tangenten möglich sind, die Tangenten nach den Kugeln 
M^ und Jtfg einander gleich sind. Umgekehrt, wenn ein Punkt jp 
die Eigenschaft hat, dass seine Tangenten nach den Kugeln M^ 
und M2 gleich lang sind, so muss er in e liegen, denn wenn 
man durch p und die Mittelpunkte M^ und Jfg eine Ebene E 
legt, so wird p in dieser Ebene J5so gelegen sein, dass es der 
Potenzlinie der beiden durch E aus den Kugeln M^ und M^ 
ausgeschnittenen Kreise angehört. Die in E beschriebene Figur 
ist aber nur eine andere Lage der Kreise M^ imd M^ und ihrer 
Potenzlinie, also liegt p wirklich in der Ebene, welche durch 
Rotation von P entsteht, und welche man also die Potenzebene 
der beiden Kugeln nennen kann. 
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Man hätte zur Potenzebene auch in folgendör Weise ge- 
langen können. Zieht man von einem festen Punkte aus, der 
ausserhalb oder innerhalb einer Kugel liegen mag, Secanten 
oder Sehnen durch die Kugel, so entstehen auf jeder derselben 
zwei Abschnitte, deren Product constant ist und die Potenz des 
Punktes in Bezug auf die Kugel heisst. Liegt der Punkt ausser- 
halb der Kugel, so heisst die Potenz eine äussere nnd ist gleich 
dem Quadrate der Tangente, welche von dem Punkte aus an 
die Kugel gezogen werden kann. Liegt der Punkt innerhalb 
der Kugel, so ist die Potenz eine innere, und sie ist gleich 
dem Quadrate vom Radius des kleinsten Kreises der Kugel, 
welcher durch den gegebenen Punkt möglich ist; dieser kleinste 
Kreis wird ausgeschnitten durch diejenige Ebene, welche im 
angenommenen Punkte senkrecht steht auf der Verbindungs- 
geraden des Punktes mit dem Mittelpunkte der Kugel. Sucht 
man nun den Ort aller Punkte, welche nach zwei gegebenen 
Kugeln entweder gleiche innere oder gleiche äussere Potenz 
erzeugen, so erhält man die Potenzebene der beiden Kugeln. 

Wenn zwei Kugeln sich längs eines Kreises schneiden, so 
ist dessen Ebene zugleich die Potenzebene der beiden Kugeln. 
Berühren sich zwei Kugeln, so ist die gemeinschaftliche Tan- 
gentialebene im Berührungspunkte auch ihre Potenzebene. Wenn 
sich zwei Kugeln weder schneiden, noch berühren, so lege man 
durch die Verbindungslinie der Mittelpunkte irgend eine Ebene 
und construire für die in ihr enthaltenen Grosskreise der Kugeln 
die Potenzlinie, so ist diese in der Potenzebene gelegen; die Po» 
tenzebene steht zudem auf der erwähnten Verbindungsgeraden 
senkrecht. Specielle Fälle, in denen eine der Kugeln oder beide 
entweder den Radius Null oder den Radius Unendlich haben, 
sollen hier nicht näher erörtert werden; es sei nur erwähnt, 
dass sich als Potenzebene zweier concentrischer Kugeln die un- 
endlich entfernte Ebene des Raumes ergibt. 

Drei Kugeln Jf^, Jfg und M^ erzeugen zu je zweien drei 
Potenzebenen, die sich in einer und derselben Geraden schnei- 
den. Sei in der That i^s die Potenzebene von JHfg und JMg, 
femer ^3^ die Potenzebene von M^ und Jf^, so schneiden sich 
die beiden Ebenen in einer Geraden, deren Punkte nach üfj, 
Jüfg und Jüfg gleiche Potenzen ergeben und welche also auch auf 
der Potenzebene E^^ der Kugeln M^ und M2 liegen muss. Hat 
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man also die Potenzebene zweier Kugeln M^ und M^ zu finden, 
welche sich weder schneiden, noch berühren, so wähle man eine 
dritte Kugel M^, welche sowohl M^ als M^ längs eines Kreises 
schneidet. Die Ebenen dieser beiden Kreise treffen sich in einer 
Geraden, welche der gesuchten Potenzebene angehört; legt man 
also durch die Gerade eine senkrechte Ebene zu der Centrallinie 
der beiden Kugeln, so hat man die Potenzebene construirt. 

Soll für drei sich nicht schneidende Kugeln Jf^, M^y M^ 
die Potenzlinie gefunden werden, d. h. diejenige Gerade, in 
welcher sich die drei Potenzebenen der Kugeln, zu je zweien ge- 
nommen, schneiden, so lege man die Ebene, in welcher die drei 
Mittelpunkte der Kugeln sich befinden. In dieser Ebene erhält 
man aus den Kugeln drei Grosskreise, die einen Punkt gleicher 
Potenzen zulassen; eine in diesem Punkte senkrecht zur Central- 
ebene errichtete Gerade ist die gesuchte Potenzlinie. 

Vier im Räume beliebig gewählte Kugeln geben zu sechs 
Potenzebenen Veranlassung. Seien die Kugeln mit Jfj, M^, 
Jfg, M^ bezeichnet, ferner möge E^^ die Potenzebene von M^ 
und M^ sein, während JE^g, E^^y E^^, E^^, E^ eine analoge 
Bedeutung haben, so ist zunächst klar, dass diese Potenzebenen 
in nachfolgender Gruppirung zu dreien durch eine Gerade gehen : 
IE E E ' 2 E E E • ^ E E E * A E E E 
Alle sechs Ebenen schneiden sich in einem und demselben Punkte, 
durch welchen also auch die vier gefundenen Geraden gehen, 
es ist dies der Punkt, in welchem die Potenzlinie dreier dieser 
Kugeln die Potenzebene schneidet, welche die vierte mit irgend 
einer der drei ersten Kugeln bestimmt. Wenn dieser Punkt, 
der Potenzpunkt der vier Kugeln, nicht innerhalb einer dersel- 
ben liegt, so ist er der Mittelpunkt einer Kugel, welche die 
vier gegebenen Kugeln überall unter rechten Winkeln schnei- 
det und ihre Orthogonalkugel genannt wird. 

Dreht man eine Kreisschaar um ihre Axe herum, so wird 
sie zu einer Kugelschaar, indem jeder ihrer Kreise zu einer 
Kugel sich verwandelt. Die gemeinschaftliche Potenzlinie der 
Kreisschaar wird zur gemeinschaftlichen Potenzebene, welche 
mit der unendlichen entfernten Ebene des Raumes zusammen- 
genommen zugleich eine Kugel der Kugelschaar repräsentirt, 
deren Radius unendlich gross ist. Entsprechend den beiden 
Arten von Kreisschaaren gibt es auch zwei Arten von Kugel- 
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schaaren. Durch Rotation der Ereisschaar erster Art, die zwei 
Grundpunkte s^ und Sg ^^^> entsteht die Kugelschaar erster 
Art, die einen Grundkreis h besitzt, welcher durch Rotation 
der Punkte s^ und Sg erzeugt wird. In dieser Eugelschaar ist 
diejenige Kugel die kleinste, welche über dem Grundkreis der 
Schaar als Grosskreis errichtet werden kann. In der Kreis- 
schaar der zweiten Art kommen keine Grundpunkte, dafür aber 
zwei Grenzpunkte vor ; demgemäss haben die Kugeln einer Ku- 
gelschaar zweiter Art keinen gemeinschaftlichen Grundkreis, 
dafür aber treten zwei Grenzkugeln ein, von denen jede den 
Radius Null hat und die auf der Axe symmetrisch zur Potenz- 
ebene liegen. Als üebergang von der Kugelschaar erster Art 
zu derjenigen zweiter Art kann das System von Kugeln gelten, 
welche einen Punkt und in diesem die Tangentialebene gemein 
haben; diese Ebene ist zugleich gemeinschaftliche Potenzebene 
der Kugelschaar. Eine solche besondere Kugelschaar kann ent- 
weder als Kugelschaar erster Art betrachtet werden, deren 
Grundkreis sich auf einen Punkt reducirt hat, oder als Kugel- 
schaar zweiter Art, deren Grenzpunkte zusammengefallen sind. 

Durch zwei im Räume willkürlich gelegte Kugeln ist eine 
Kugelschaar vollkommen bestimmt. Wenn die beiden Kugeln 
sich schneiden, so ist die Kugelschaar von der ersten Art; sie 
ist von der zweiten Art, wenn die beiden Kugeln sich nicht 
schneiden, und der Grenzfall der Berührung erzeugt die eben 
erwähnte Uebergangsart. Sind zwei concentrische Kugeln ge- 
geben, so gehören sie einer eigenthümlichen Kugelschaar an, 
deren sämmtliche Kugeln einen gemeinsamen Mittelpunkt ha- 
ben; sie enthält eine Kugel, deren Radius Null ist (den Mittel- 
punkt), und eine andere, deren Radius unendlich gross ist (die 
doppelt gelegte unendlich entfernte Ebene des Raumes). 

Es ist schon bemerkt worden, dass eine Kugelschaar der 
ersten Art von jeder beliebigen Transversalebene in- einer Kreis- 
schaar getroffen wird, von welcher leicht entschieden werden 
kann, welcher Art sie angehöre. Auch jede andere Kugelschaar 
wird von irgend einer Transversalebene in einer Kreisschaar 
geschnitten, deren Centrallinie man construirt, indem man den 
Durchschnitt der Transversalebene mit derjenigen zu ihr senk- 
rechten Ebene herstellt, welche die Centrallinie der Kugelschaar 
enthält. Eine Kugelschaar der zweiten Art wird von einer 
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iihene stets in einer Kreisschaax der zweiten Art geschnitten, 
was als speciellen Fall einschliesst, dass concentrische Kugeln 
von einer Ebene in concentrischen Kreisen geschnitten werden. 
Dass eine beliebige Kugelschaar von jeder Geraden in einem 
Punktsystem getroflfen wird, bedarf nun keines Beweises mehr. 
Jeder Punkt, welcher in der Potenzebene zweier Kugeln 
ausserhalb einer derselben liegt, ist Mittelpunkt einer und nur 
einer Kugel, welche die gegebenen rechtwinklig schneidet; 
diese Kugel schneidet zudem jede Kugel rechtwinklig, welche 
mit den ursprünglichen derselben Schaar angehört. Es ergibt ^ 
sich hieraus, dass es zu einer Kugelschaar nicht nur eine ein- 
Eige conjugirte Kugelschaar gibt, sondern dass deren unendlich 
viele vorhanden sind. In der That, legt man durch die Central- 
linie einer Kugelschaar eine Ebene, so erhält man in derselben 
eine Kreisschaar, zu welcher nach Früherem die conjugirte 
Kreisschaar gefanden werden kann. Wenn nun über jedem 
Kreis der beiden Kreisschaaren als Grosskreis eine Kugel ge- 
schlagen wird, so erhält man zwei Kugelschaaren, von denen 
die eine die ursprünglich gegebene ist, die andere aber die 
Eigenschaft hat, dass jede ihrer Kugeln jede gegebene recht- 
winklig schneidet. Es gibt also jede durch die Centrallinie 
einer Kugelschaar gelegte Ebene einer zu dieser Kugelschaar 
conjugirten Schaar von Kugeln den Ursprung. Alle einer Kugel- 
schaar conjugirten Schaaren stehen in einem eigenthümlichen 
Zusammenhang. Man kann nämlich aus diesen Schaaren jewei- 
len die gleichgrossen Kugeln aussondern; sie haben die Eigen- 
schaft, in ihrer Aufeinanderfolge eine Fläche zu erzeugen, 
welche auch erhalten wird, wenn man einen Kreis um eine in 
seiner Ebene gelegene Gerade dreht. Eine solche Fläche heisst 
Ringfläche; ihre Eigenschaften können in diesem Buche nicht 
näher erörtert werden, nur mag hier darauf aufmerksam ge- 
macht sein, dass sie verschiedene Formen annimmt je nach der 
gegenseitigen Lage des Kreises und der geraden Linie. 

§ 16. 

Aehnlicbkeitspunkte zweier Kreise und zweier Kasreln. 

Sind in einer Ebene zwei beliebige Kreise gegeben und 
nian zieht in denselben parallele und gleichgerichtete Radien 

Geiser, Einleit. in die Byutbet. Geometrie. 7 
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Fig. 58. 




M^a^ und M^cc^, so wird die Gerade aia.2 die Centrale M^M^ 
in einem Punkte A schneiden, welcher sich nicht verändert, 
wenn M^a^ und M^cc^ sich gleichzeitig so ändern, dass sie stets 
parallel und gleichgerichtet sind. Zufolge der Aehnlichkeit der 
Dreiecke M^a^A und M^a^A ist B^i B^ = M^AiM^A^ wo 
iZj und Jig die beiden Radien der Kreise sind. Es theilt also 
A die Strecke M^M^ in einem bestimmten, von der Richtung 
der Radien unabhängigen Verhältnisse und ist dadurch unzwei- 
deutig bestimmt, weil, wie der unmittelbare Anblick der Figur 
lehrt, A immer ausserhalb der genannten Strecke liegen muss. 

Wenn jetzt zwei andere Radien M^ß^ und M^ß^ gezogen 
werden, die auch parallel laufen, aber ungleich gerichtet sind, 
so wird die Gerade ß^ß^ die Centrale M^M^ in einem Punkte e7^ 
schneiden, der ebenfalls von der zufälligen Richtung des Radius 
M^ß^ oder M^ß^ unabhängig ist. Es sind nämlich die Dreiecke 
M^ß^J und Jfg^gJ ähnlich, also ist By^',It^:=ß^J:ß^J. Der 
Punkt J theilt die Strecke M^M^y auf der er selbst liegt, in 
einem Verhältniss, das nur von den Radien der Kreise abhängt, 
und ist dadurch vollkommen bestimmt. Da dieses Verhältniss 
übereinstimmt mit demjenigen, in welchem M^M^ durch den 
ausserhalb liegenden Punkt A getheilt wird, so folgt, dass die 
vier Punkte M^JM^A harmonisch sind, und zwar sind M^ 
und Mp J und A zugeordnet. Die Punkte J unji A heissen 
die Aennlichkeitspunkte der beiden Kreise, und zwar A 
der äussere, J der innere Aehnlichkeitspunkt. 

Für zwei Kreise, die einander ausschliessen, sind die Aehn- 
lichkeitspunkte zugleich die Schnittpunkte resp. der äusseren 
und der inneren gemeinschaftlichen Tangenten, oder auch: die 
vier gemeinschaftlichen Tangenten zweier Kreise büden ein voll- 
ständiges Vierseit, von dessen sechs Ecken zwei auf der Cen- 
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tralen gelegen sind; die b,u{ der Sir ecke M^M2 selh&t enihaliene 
Ecke ist der innere Aehnlichkeitspunkt, die auf der Verlänge- 
rung von M^M2 gelegene Ec^e ist der äussere Aehnlichkeits- 
punkt der Kreise. Rückt der Kreis M^ an den Kreis ÜSf^ heran, 
bis er ihn von aussen berührt, so wird der Berührungspunkt 
zugleich zum innem Aehnlichkeitspunkt. Schneiden sich die 
Kreise Jtf^ und iJfg; so ist zwar der äussere Aehnlichkeitspunkt 
immer noch der Durchschnitt des äusseren gemeinschaftlichen 
Tangentenpaares der Kreise, der innere Aehnlichkeitspunkt aber 
liegt zugleich innerhalb M^ und JbTg. Wenn nämlich einer der 
beiden Aehnlichkeitspunkte innerhalb eines der beiden Kreise 
liegt, so kann man von ihm aus keine Tangente an diesen 
Kreis ziehen, also auch nicht an den andern, d.h. erliegt auch 
innerhalb des zweiten Kreises. Für zwei Kreise, die sich be- 
rühren und von denen der eine den andern einschliesst, ist der 
Berührungspunkt zugleich äusserer Aehnlicßkeitspunkt ; wenn 
femer ein Kreis ganz innerhalb des andern liegt, so liegen die 
beiden Aehnlichkeitspunkte innerhalb des kleineren Kreises. Sind 
schliesslich zwei Kreise concentrisch, so fallen die beiden Aehn- 
lichkeitspunkte mit dem gemeinsamen Mittelpunkte zusammen, 
da ja die Entfernung der beiden Mittelpunkte immer noch durch 
die Aehnlichkeitspunkte im äusseren und inneren Verhältniss 
der beiden Radien getheilt werden muss. 

Sind zwei Kreise gleich gross , so ist ihr äusserer Aehnlich- 
keitspunkt der unendlich entfernte Punkt ihrer Centralen, der 
innere Aehnlichkeitspunkt liegt in der Mitte zwischen den bei- 
den Mittelpunkten. Wenn von zwei Kreisen einer sich auf 
seinen Mittelpunkt reducirt, so fallen die Aehnlichkeitspunkte 
mit diesem Punkte zusammen. 

Man kann die meisten der eben abgeleiteten Resultate ohne 
Weiteres auf zwei Kugeln im Räume übertragen. Zieht man 
in zwei beliebig gelegenen Kugeln parallele Radien Jf^a^ und 
JfgOfg, die gleichgerichtet sind, so wird die Verbindungsgerade 
«^«2 der zweiten Endpunkte auf der Centralen M^M2 einen 
Punkt -4. ausschneiden, welcher für alle Lagen der parallelen 
und gleichgerichteten Radien derselbe bleibt; er heisst der äus- 
sere Aehnlichkeitspunkt der beiden Kugeln. Durch parallele 
und entgegengesetzt gerichtete Radien wird auch ein innerer 
Aehnlichkeitspunkt der beiden Kugeln erzeugt. Die Aehnlich- 
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keitspunkte bilden mit den Mittelpunkten M^ und M^ eine 
Gruppe von vier hannonisclien Punkten, und zwar sind die 
Aelmlichkeitspunkte sich so zugeordnet, dass der innere auf 
M^M^ selbst, der äussere aber auf der Verlängerung dieser 
Strecke liegt. 

Wenn von zwei Kugeln jede die andere ausschliesst, so 
gibt es unendlich viele Ebenen, welche beide gleichzeitig be- 
rühren und für welche die Kugeln auf der nämlichen Seite 
liegen. Alle diese Ebenen bilden einen Botationskegel, dessen 
Spitze der äussere Aehnlichkeitspunkt A der beiden Kugeln ist. 
Denkt man sich die sämmtlichen Tangentialebenen dieses Ke- 
gels (welche die gemeinschaftlichen Tangentialebenen der beiden 
Kugeln sind) unbegrenzt verlängert, so wird der Kegel aus zwei 
symmetrischen Hälften bestehen, die in der Spitze A (oder im 
Mittelpunkte A) zusammenhängen. 

Die beiden Kifgeln liegen in derselben Hälfte dieses un- 
begrenzten Kegels. Es gibt aber auch unendlich viele gemein- 
schaftliche Tangentialebenen der Kugeln, für welche die beiden 
Kugeln auf entgegengesetzten Seiten liegen; sie schneiden sich 
im inneren Aehnlichkeitspunkte J und bilden ebenfalls einen 
ßotationskegel, aber so, dass die Kugeln in verschiedenen sei- 
ner im Mittelpunkte J zusammenstossenden Hälften liegen. 
Man erkennt in jedem Falle die Lage der Aehnlichkeitspunkte 
zweier Kugeln, wenn man dieselben durch eine Ebene schneidet, 
welche die Verbindungsgerade der Kugelcentra enthält. Die 
entstehenden Grosskreise ergeben dieselben Aehnlichkeitspunkte 
wie die Kugeln. 

§ 17. 
Aehnlicbkeitsponkte^ Aehnliehkeitsaxen und Aehnlichkeltsebenen. 

Wenn in einer Ebene drei Kreise iüf^, M^y Jfj, derenBadien 
resp. i?i, Ug, JB3 sein mögen, in ganz willkürlicher Lage gegeben 
sind, so bestimmen je zwei von ihnen einen äussern und einen 
innem Aehnlichkeitspunkt. Die Aehnlichkeitspunkte zu M^ und 
M^ seien A^ und Jgg, zu M^ und M^ : A^ und Jg^, zu M^ und 
Jfg - A^2 ^^^ «^12 5 ^s liegen dann von den sechs Punkten A und J 
viermal drei in einer Geraden, und zwar 1. die drei äusseren: 
^3, -4.31, -^1%} ^^^^ 2. jeder äussere mit den beiden ihm nicht 
zugehörigen inneren, also: 
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^B> ^ziy *'i2 5 *'23; -^31^ *'i2J ^2Zy *^3i; -^12 • 
Zum Beweise benutzt man einen Pundamentalsatz der Trans- 

versalentheorie (§ 1)^ indem man das Dreieck M^M^M^ der 

drei Mittelpunkte dliPgegebenen Kreise zu Grunde legt. Auf 
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den drei Seiten dieses Dreiecks liegen zunächst die Punkte 
A^^y A^^j Ä^2f ^^^ zwar so, dass dieselben auf den Verlänge- 
rungen der Seiten enthalten sind; kann also bewiesen werden, 
dass die beiden Producte der durch sie erzeugten Abschnitte 
gleichen Werth haben, also 

A^B^2 • Aqi M.Q . A^2 -^X ^^ -^3 -"^3 • -^31 -"M • -^12 -"^2 

ist, SO ist der erste Theil des aufgestellten Satzes bewiesen. 
Nun hat man aus dem vorigen Paragraphen 

-0-23 -"^2 • -^3-^3 ^^^ -^2 • -^3 ^dcr M^ . A^^M^^ '^^ -"a • -^3 -"^3? 
und in derselben Weise 

•^1 • -^31 -"^3 = -^3 • -^31 -"^1 ; -"2 • -^12 -^X ^^ -^1 • -^12 -^2 J 

woraus durch Multiplication wirklich folgt: 

A^^M^ . A^^M^ . A^^M^^ A^^M^ . A^^M^ . A^^M^. 
Der zweite Theil des Satzes wird durchaus analog bewie- 
Ben; z. B. für die Punkte J.23, J^^y J^^ ^** ^^^ wiederum nach 
dem vorigen Paragraphen: 
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■^3 ' -^3'^2 ^^ -^2 ' ■^23-^3? 
-Bl • «^31 ^3 == ^^3 • «^81 -^1? 

woraus durch Multiplication folgt: 4|k 

-Agg Jfg • «/31 -Zttg . «/12 -^1 = -^23 -^3 • «^ 31 ^1 • «'12 ^2* 

Da nun von den Punkten ^gg, Jg^, J^g, die auf den drei 
Seiten des Dreiecks itf^ilfg-^s liegen, zwei, nämlich Jg^ und J^^ 
auf begrenzten Seiten des Dreiecks sich befinden, während der 
dritte, J-jg, auf der Verlängerung der dritten Seite liegt, so 
müssen diese Punkte sich in gerader Linie befinden. 

Die vier Geraden, auf welchen die sechs Aehnlichkeits- 
punkte vertheilt sind, heissen die Aehnlichkeitsaxen der Kreise 
Jlfj, M2, M^] dieselben bilden ein vollständiges Vierseit, dessen 
Diagonalen mit den Seiten JlfgJlfg, M^M^^, M^M^ des Dreiecks 
M^M^Mq übereinstimmen. Es ist in § 9, Fig. 40, gezeigt wor- 
den, dass auf jeder Diagonale eines vollständigen Vierseits vier 
harmonische Punkte liegen, von denen zwei zugeordnete die in 
der Diagonale enthaltenen Ecken sind, die übrigen aber durch 
die beiden anderen Diagonalen ausgeschnitten werden. Es sind 
also 

-^8; -^2} ^2^y -^35 -^3i; -^3^ ^m -^l? -^12; -^l) *'12J -^2 

drei Gruppen von vier harmonischen Punkten, wie übrigens aus 
einem im vorigen Paragraphen ausgesprochenen Satze unmittel- 
bar zu folgern ist. 

Der Nachweis von vier Aehnlichkeitsaxen zu drei Kreisen 
ist geleistet worden für eine ganz willkürliche Lage von M^ M^M^, 
Liegen die drei Kreise aussereinander, so ergibt eine einfache 
stereometrische Betrachtung den verlangten Satz. 

Zu diesem Zwecke schlage man über den Kreisen üf^, M^ 
und M^ als Grosskreisen drei Kugeln*, es gibt dann zwei Ebenen, 
von denen jede die drei Kugeln gleichzeitig berührt, und zwar 
so, dass für eine dieser Ebenen alle Kugeln auf derselben Seite 
liegen. Diese beiden Ebenen liegen symmetrisch zu der Ebene 
der Kreise M^, M^y M^ und schneiden sich in einer Geraden, 
die ihrer ganzen Ausdehnung nach dieser Ebene angehört. 

Seien T und T diese Ebenen, weil T die über Jf^, M^ 
und Jfg beschriebenen Kugeln berührt, so ist sie auf jeden Fall 
eine der gemeinschaftlichen Tangentialebenen von M^ und M^y 
und zwar eine derjenigen, für welche itfg und M^ auf derselben 
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Seite liegen, d. h. T ist eine Tangentialebene desjenigen Rota- 
tionskegels, welcher M^ und M^ gleichzeitig umschrieben ist 
und der zum Mittelpunkte den äusseren Aehnlichkeitspunkt der 
beiden Kugeln hat. Jede Tangentialebene eines Kegels geht 
durch seinen Mittelpunkt, also enthält T den genannten äusse- 
ren Aehnlichkeitspunkt und dasselbe gilt von T\ Demnach 
liegt der äussere Aehnlichkeitspunkt der Kugeln über M^ und M^ 
in der Schnittgeraden von T und T\ t)asselbe wird von den 
äusseren Aehnlichkeitspunkten der über M^ und M^ oder M^ 
und M2 beschriebenen Kugeln bewiesen,, die demnach mit dem 
erstgefundenen in gerader Linie liegen. Die äusseren Aehnlich- 
keitspunkte der Kugeln sind zugleich die äusseren Aehnlich- 
keitspunkte der Kreise, über deuen sie errichtet wurden, so 
dass also für aussereinanderliegende Kreise gezeigt ist, dass die 
drei äusseren Aehnlichkeitspunkte je zweier von ihnen auf einer 
Geraden vertheilt sind. Der Beweis desselben Satzes für einen 
äuseren und die beiden ihm nicht zugehörigen inneren Aehn- 
lichkeitspunkte wird durch entsprechende Abänderung des eben 
geführten Beweises geleistet. 

Werm ein Kreis M^ zwei andere Kreise M^ und Jfg in den 
Punkten \ und 63 so berührt, dass er entweder beide ein- 
schliesst oder beide ausschliesst, so geht die Berührungssehne 
6^ 62 durch den äusseren Aehnlichkeitspunkt der Kreise M^ und 
Jtfg. Im ersten Falle nämlich ist bj^ der äussere Aehnlichkeits- 
punkt von M^ und iüfg, ferner 63 der äussere Aehnlichkeitspunkt 

Fig. 60. 
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von Jfg und M^, also liegen dieselben wirklich mit dem äusse- 
ren Aehnlichkeitspunkte A der Kreise M^ und M.2 in einer Ge- 
raden. Im zweiten Falle ist \ der innere Aehnlichkeitspunkt von 
Jfj und M^y 62 ^®^ innere Aehnlichkeitspunkt von M^ xmd -Mg, 
so dass auch hier \, h^y A derselben Geraden angehören. 

Berührt Jkfg die Kreise M^ und M^ in 6^ und h^ so, dass er 
Jfi einschliesst und M^ ausschliesst, so ist \ der äussere Aehn- 
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lichkeitspunkt von M^ und 
M„ b, der innere Aehn- 
lichkeitspunkt von ilfg und 
-Mg, also geht die Verbin- 
dungsgerade &1&2 ^^^^ <l6™ 
Satze von den Aehnlich- 

keitsaxen dreier Kreise 
durch den inneren Aehn- 
lichkeitspunkt J der Kreise 
-Mj und Jlfg- "~ Alles zusam- 
mengefasst ergibt: Wer- 
den zwei feste Kreise von einem dritten Kreise gleichartig be- 
rührt, so geht die Berührungssehne durch ihren äusseren Aehn- 
lichkeitspunkt, und werden sie ungleichartig berührt, so geht 
die Berührungssehne durch ihren inneren Aehnlichkeitspunkt. 
Da die Aehnlichkeitspunkte zweier Kugeln zusammenfallen 
mit den Aehnlichkeitspunkten zweier ihrer Grosskreise, die in 
derselben Ebene liegen, so ist klar, dass auch die Aehnlich- 
'keitspunkte dreier Kugeln zusammenfallen mit den Aehnlich- 
keitspunkten deijenigen Kreise, welche .aus den Kugeln durch 
die Ebene ihrer drei Mittelpunkte ausgeschnitten werden, was 
übrigens schon in der oben ausgeführten stereometrischen Be- 
trachtung bemerkt worden ist. Also: Drei Kugeln bestimmen 
zu je zweien genommen sechs Aehnlichkeitspunkte, von denen 
drei äussere und drei innere sind, und welche alle in der Ebene 
liegen, die durch die drei Mittelpunkte der Kugel geht. Die 
drei äusseren Aehnlichkeitspunkte liegen in einer Geraden und 
ebenso befindet sich jeder äussere Aehnlichkeitspunkt mit den 
beiden ihm nicht zugehörigen inneren auf einer Geraden. 

Vier Kugeln Jf^, M^, Mq, 'M^ bestimmen sechs äussere 
und sechs innere Aehnlichkeitspunkte, die in leicht verständ- 
licher Bezeichnung 
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Aa; A3; A4; As; A4; A4 5 «^12; ^is> ^uj *'23; ^24; «^34 
heissen sollen. Von diesen zwölf Punkten liegen sechzehnmal 
drei in einer Geraden, nämlich: 

-^23; Ai; A2J A4; Ai; A25 -^34; Ai; A3 5 -^34; A2; As? 

A3; ^319 *'12? A4; «'41; *'l2 5 A4; *'4i; «'IS) A4; «^42; «'23J 

*'23; Ai; «'12 5 «'24; Ai; «'12) «'34; Ai; «'isj «^34; A2; «'235 
«^23; «'S!; A25 «'24; «^41; A2) «^34; «'41; As? «'34; «^42; As* 
Es liegen ferner in j^der Sekenfläche des durch die Mittel- 
punkte der Kugeln bestimmten Tetraeders sechs Aehnlichkeits- 
punkte, was folgende Gruppirungen zu sechs ergibt: 

1. 

2. 

3. 

4. 

Die vier in obiger Gruppirung der sechszehn Geraden aus 
der ersten Horizontalreihe sich ergebenden vier Geraden schnei- 
den sich zu je zweien in sechs Punkten, d. h. die sechs äusse- 
ren Aehnlichkeitspunkte der vier Kugeln liegen in derselben 

Ebene. Auf der Geraden «7^2 «'is ^^^S* As; ^^^ «'i2«^i4 ^^^S^ A4 
und auf Ji^J^ liegt A^\ man erhält somit sechs andere Aehn- 
lichkeitspunkte in einer neuen Ebene und überzeugt sich, dass 
also folgende Gruppirüngen von sechs Aehnlichkeitspunkten je 
in einer Ebene enthalten sind: 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

Einem in § 13 für das Tetraeder bewiesenen Satze kann 
noch entnommen werden, dass sich die Geraden Ji^^^y «'i3<^24 
und J^2s«^i4 ^ einem und demselben Punkte schneiden. Daraus 
ergeben sich, wie leicht auch auf anderem Wege hätte geschlos- 
sen werden können, nachstehende weitere Gruppen von je sechs 
Aehnlichkeitspunken, die derselben Ebene angehören: 

6. 

7, 
8. 
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Sechstes EapiteL 

Harmonische Eigenschaften des Eöreises und 

der Kugel. 

§ 18. 
Pol und Polare in Bezng anf den Kreis* 

Legt man durch einen Kreis M eine Transversale G, welche 
denselben in den Punkten s^ und s^ treflfen möge und bestimmt 
ein Punktenpaar pp\ welches zu dem Punktenpaar s^s^ harmo- 
nisch ist, so nennt man p und p' zugeordnete harmonische 
Pole in Bezug auf den Kreis M\ wenn also p> ein p zugeord- 
neter harmonischer Pol ist, so ist auch p ein zugeordneter har- 
monischer Pol zu p\ Zu einem Punkte p gibt es unendlich 
viele zugeordnete harmonische Pole : liegt nämlich p innerhalb 
des Kreises, so ist ein solcher auf jeder durch p gehenden 
Transversalen enthalten; ist p ausserhalb des Kreises gelegen, 
so enthält jede Gerade, die durch p geht und den Kxeis sclmei- 
det, einen p zugeordneten harmonischen Pol. 

Es soll bewiesen werden, dass die zugeordneten harmo- 
nischen Pole eines Punktes p immer auf einer gewissen Ge- 
raden vertheilt sind; ist dieser Satz richtig, so wird aus Sym- 
metriegründen die betreffende Gerade senkrecht stehen müssen 

Fig. 62. 
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zu der Geraden, welche p mit dem Mittelpunkte M des vor- 
gelegten Kreises verbindet. Sei nun )p' auf der Geraden i^Mp^^ 
der p zugeordnete harmonische Pol, femer sei auf einer beliebig 
durch p gelegten Geraden 3^82 der p zugeordnete harmonische 
Pol i>' construirt, so werden ^lP22^' und s^ps^' zwei Gruppen 
von vier harmonischen Punkten sein. Es sind demzufolge die 
Strahlen, die von s^ aus nach Sijpi82^' gehen, vier harmonische 
Strahlen, und zwar s^gj imd s^i^y s^p und s^p' zugeordnete 
Strahlen. Die beiden ersten Strahlen stehen senkrecht zueinan- 
der, demnach halbiren sie die Winkel der beiden letzteren, also 
wird <^ ^^s^ 0z= 828^^0 sein, wenn man mit den zweiten Schnitt- 
punkt von 5i !|)' mit dem Kreise bezeichnet. Weil Peripherie- 
winkel eines Kreises, die gleich gross sind, über gleich grossen 
Bogen stehen, so sind die Bogen §2^ und ^2^2 einander gleich, 
also ist auch aus Symmetriegründen <^:^ ^^'22 = ^2^'^2- — Yot- 
bindet man den Punkt :p' mit den vier harmonischen Punkten 
s^ps^p', so erhält man vier harmonische Strahlen, von denen 
p's^ und )(>'82f p'p und p'p zugeordnete sind. Der Winkel, den 
die beiden ersten Strahlen einschliessen, wird von dem Strahle 
\i'i2 ö^®^ Vp talbirt, demzufolge steht dieser auf seinem zu- 
gehörigen senkrecht, d. h. construirt man zu p irgend einen 
conjugirten harmonischen Pol p' in Bezug auf Jf , so liegt der- 
selbe in derjenigen Geraden, welche in :j)' senkrecht zu Mp' er- 
richtet werden kann. 

Es ist zwar in Fig. 62 vorausgesetzt, dass p innerhalb des 
Kreises M gelegen sei, aber es ist leicht einzusehen, dass die 
eben angewendeten Schlüsse ihre volle Giltigkeit behalten, auch 
wenn p ausserhalb des Kreises angenommen wird ; wenn endlich 
p auf dem Kreise selbst liegt, so liegen die ihm zugeordneten 
harmonischen Pole auf der durch ihn gehenden Tangente des 
Kreises. Diese letztere Bemerkung stützt sich auf den Satz, 
dass irgend ein Punkt p in der Ebene des Kreises M, der 
ausserhalb M liegt, zugeordneter harmonischer Pol des Be- 
rührungspunktes einer durch p gehenden Tangente des Krei- 
ses ist. 

Alles zusammengefasst ergibt sich der Satz: die einem 
Punkte p in Bezug auf einen Kreis M zugeordneten harmo- 
nischen Pole liegen in einer Geraden P, welche die Polare 
dea Punktes p genannt wird. Man erhält sie, indem man p 
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mit dem Mittelpunkte von M durch eine Gerade verbindet, 
welche den Kreis in den Punkten i^ und i^ schneiden möge 
und nun zu ps^s^ den vierten harmonischen p zugeordneten 
Punkt )(f construirt; eine Senkrechte auf g in ^)' ergibt dann 
die gesuchte Polare. Liegt p innerhalb des Kreises, so schnei- 
det P den Kreis nicht, ist p ein Punkt des Kreises, so wird 
P zu der ihm zugehörigen Tangente, und wenn p ausserhalb 
M liegt, so ist P die Verbindungsgerade der Berührungspunkte 
(die Berührungssehne) der beiden von p aus an M möglichen 
Tangenten. In den beiden ersten Fällen sind alle Punkte von 
P zugeordnete harmonische Pole von p\ im letzten Falle aber 
nur diejenigen, welche zwischen den Berührungspunkten, also 
auf der eigentlichen Berührungssehne liegen. 

Zu jeder Geraden P in der Ebene eines Kreises M gibt 
es stets einen und nur einen Punkt p^ dessen Polare nach M 
die Gerade P ist; dieser Punkt heisst der Pol der Geraden P. 
Er wird gefunden, indem man von dem Mittelpunkte M des 
Kreises aus ein Perpendikel auf P fällt, dessen Fusspunkt ^)' 
sein möge, fem er die Schnittpunkte g^ und i^ desselben mit 
dem Kreise bestimmt, und schliesslich zu )(i g^ i^ den vierten 
harmonischen )(f zugeordneten Punkt )p construirt, so ist dieser 
der gesuchte Pol. 

Wenn die Polare den Kreis nicht trijBFt, so liegt der Pol 
innerhalb des Kreises; schneidet P den Kreis, so liegt der Pol 
ausserhalb und ist zugleich der Schnittpunkt der beiden Tan- 
genten in den Punkten, welche P und M gemein haben; wenn 
endlich P eine Tangente von Jf ist, so ist der Berührungspunkt 
zugleich ihr Pol. 

Brückt eine Gerade P, indem sie stets sich selbst parallel 
bleibt, immer weiter vom Centrum M des Kreises weg, so 
nähert sich ihr Pol immer mehr und mehr dem Punkte Jf, mit 
welchem sie zusammenfällt, sobald die Gerade P ihrer ganzen 
Ausdehnung nach im Unendlichen liegt. Das Nämliche tritt 
ein, in welcher Richtung P auch angenommen sein mochte, 
d. h. irgend eine Gerade, die ihrer ganzen Ausdehnung nach 
im Unendlichen liegt, hat zu ihrem Pole in Bezug auf einen 
gegebenen Kreis immer dessen Mittelpunkt. Wenn man nun 
den Satz: dass zu jedem Punkte im Allgemeinen nur eine ein- 
zige Polare gehöre, nicht mit einer Ausnahme für den Mittel- 
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punkt des Grandkreises behaften will, so muss man sagen: 
In Bezug auf die harmonischen Eigenschaften des Kreises ver- 
halten sich alle Geraden, die in der Unendlichkeit der Ebene 
liegen, so, als ob sie in einer einzigen, der unendlich entfernten 
Geraden der Ebene vereinigt wären. Dieses Resultat stiüimt 
vollkommen mit früheren Anschauungen überein. 

Sobald ein Kreis gezeichnet vorliegt, so kann Hian die 
Polare irgend eines Punktes p in seiner Ebene mittelst des Li- 
neals allein verzeich- 
nen. Zu diesem Zwecke ^^* 
ziehe man durch p 
zwei beliebige Trans- 
versalen, welche den 
Kreis resp. in 1 und 2, 
3 und 4 treffen sollen 
und ergänze das voll- 
ständige Viereck durch 
Construction der Sei- 
ten 13, 14, 23, 24. 
Man erhält dann neben 
p noch zwei Diagonal- 
punkte q und r des 
voUständigenVierecks 
12 34, deren Verbin- 
dungsgerade P die ge- 
suchte Polare ist. 

• 

Der Beweis wird geleistet, indem man 13, 24, 23, 14 als 
die Seiten eines vollständigen Vierseits ansieht, dessen Diago- 
nalen dann durch 12, 34 und rq gegeben sind. Sind nun p' 
und p" die Durchschnitte von qr resp. mit 12 und 34, so müssen 
nach der harmonischen Eigenschaft des vollständigen Vierseits 
jpljp'2 und jp3jp"4 harmonische Punkte sein, womit gezeigt ist, 
dass p' p" oder rg die Polare des Punktes p ist. In ganz ana- 
loger Beweisführung ergibt sich zudem noch, dass pr oder Q 
die Polare von q und pq oder B die Polare von r ist. 

Die Construction von P enthält noch eine Willkürlichkeit, 
insofern die Geraden 12 und 34 ganz beliebig durch p gelegt 
werden können. Da aber immer, wie dies auch geschehen mag, 
dieselbe Gerade P zum Vorschein kommt, so ist klar, dass q 
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and r sich nnr auf dieser Geraden bewegen können; umgekehrt 
darf einer der Punkte^ z. B. q anf dieser Geraden beliebig ge^ 
wählt werden. Da nnn ^r oder Q die Polare von $ ist ^ so 
folgt ^ dass die Polare eines Punktes von P stets durch p geht^ 
oder allgemeiner ausgesprochen: Bewegt sich ein Punkt auf 
einer Geraden P^ so dreht sich seine Polare nach einem Kreise 
Jkf um einen festen Punkt ^, dem Pole von P. 

Der allgemein giltige Beweis dieses Satzes ist hier ver- 
mittelst des vollständigen Vierecks, dessen Ecken auf dem 
Kreise liegen, geleistet worden. Wenn P den Kreis nicht 
schneidet, so ist der Nachweis einfacher, weil man den Satz 
zu Hilfe nehmen kann: dass, wenn zwei harmonische Pole eines 
Kreises gegeben sind, die Polare eines derselben durch den 
andern geht. Gibt man dem Satze eine andere Fassung, so 
ist er auch ohne harmonische Eigenschaften durch eine stereo- 
metrische Betrachtung zur Evidenz zu bringen. Dies geschieht 
wie folgt: 

Sei ein Kreis M gegeben und eine Gerade P, welche den- 
selben nicht triflft, so werden von jedem Punkte j)' auf P zwei 
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Tangenten an Jf gehen, 
welche eine Berührungs- 
sehne P' bestimmen. 
Schlägt man über Jf als 
Grosskreis eine Kugel 
K, so lassen sich durch P 
zwei TCangentialebenen 
an K legen, welche sym- 
metrisch zu der Ebene 
von Jf sind. Auch die bei- 
den Berührungspunkte 
s^ und «2 ^^^ Tangen- 
tialebenen sind symme- 
trisch zu derselben und deshalb steht ihre Verbindungsgerade 
senkrecht zu der genannten Ebene. — Von irgend einem Punkte 
'p' auf P lege man jetzt die sämmtlichen Tangentialebenen an 
iT, so bilden dieselben einen Rotationskegel, welcher die Kugel 
längs eines Kreises "k berührt, der die Punkte 5^ und s^ ent- 
hält, und dem auch die Berührungspunkte c^ und 6^ der von 
p' aus an M. möglichen Tangenten angehören. Die Punkte ü^ , 
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6,^y s^ und «2 liegen auf dem •Kreise h^ also in einer Ebene; 
diese Ebene enthält die Gerade s^s^, also auch den Punkt p^ 
in welchem die Gerade die Ebene des Kreises M schneidet^ 
demzufolge liegen ^^p^^ gleichzeitig in der Ebene des Kreises 
Tc und in der Ebene von Jf , d. h. die drei Punkte befinden sich 
in gerader Linie. Umgekehrt: Die Gerade <?i<?2 oder die Be- 
rührongssehne P' geht stets durch einen festen Punkt p, wie 
man auch den Punkt p' auf der Geraden P annehmen mag. 
Dass dieser Satz in der That mit dem oben bewiesenen zusam- 
menhängt, erhellt aus der Bemerkung, dass die Polare eines 
Punktes ausserhalb des Kreises zugleich die Berührungssehne 
der von ihm aus an den Kreis möglichen Tangenten ist. 

Der Satz, dass die Polaren sämmtlicher Punkte einer Ge- 
raden durch den Pol dieser Geraden laufen, lässt sich umkehren: 
Dreht sich eine Gerade um einen festen Punkt, so durchläuft ihr 
Pol eine Gerade, die Polare des festen Punktes, eine Aussage, 
welche keines besonderen Beweises mehr bedarf. Als specielle 
Fälle der beiden Sätze ergeben sich die nachfolgenden: Bewegt 
sich ein Punkt auf einem Durchmesser des Kreises, so sind die 
zugehörigen Polaren parallel, d. h. sie schneiden sich in einem 
unendlich entfernten Punkte. Durchläuft ein Punkt die unend- 
lich entfernte Gerade der Ebene, so dreht sich seine Polare um 
den Mittelpunkt des Kreises. — Dreht sich eine Gerade um den 
Mittelpunkt des Kreisel herum, so beschreibt ihr Pol die un- 
endlich entfernte Gerade der Ebene. Die Pole eines Systems 
paralleler Geraden liegen auf einem Durchmesser des Kreises. 

Zum Schlüsse sei noch erwähnt, dass man nach dem Vor- 
hergehenden zu jeder Geraden P in der Ebene eines Kreises 
dien Pol p mittelst des Lineals allein finden kann. Zu diesem 
Ende construire man nach den angegebenen Regeln zu zwei 
Punkten von P die Polaren, so schneiden sich dieselben in dem 
gesuchten Pole. Diese Construction ist complicirter als die 
Construction der Polaren zu einem Punkte, welche, nebenbei 
bemerkt, noch die Tangenten linear ergibt, welche von einem 
Punkte ausserhalb eines Kreises an den Kreis gezogen werden 
können. 
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§ 19. 
Tripel; Funkt- und Stralilsysteme im Kreise. Polarisatioii« 

Ein vollständiges Viereck, dessen Ecken auf der Peripherie 
eines Kreises M liegen, bestimmt ein Diagonaldreieck, dessen 
Ecken j)gr und dessen Seiten PQB die Eigenschaft haben, 
dass die Polare irgend einer Ecke zugleich die Verbindungs- 
gerade der anderen Ecke oder die gegenüberliegende Seite ist; 
ebenso ist der Pol einer Seite der Durchschnitt der beiden an- 
deren Seiten oder die gegenüberliegende Ecke. Ein solches 
Dreieck heisst Tripel des Kreises, und zwar Tripel harmonischer 
Punkte, wenn die Ecken in Betracht kommen, und Tripel har^ 
monischer Strahlen, wenn es sich um die Seiten handelt. 

Von den Ecken eines Tripels harmonischer Punkte liegen 
stets zwei ausserhalb des Kreises, die dritte innerhalb. Wenn 
nämlich ein Punkt des Tripels ausserhalb des Kreises angenom- 
men wird, so sind die beiden anderen auf einer Geraden ge- 
legen, welche den Kreis schneidet, und zwar befindet sich einer 
derselben innerhalb des Kreises, der andere ausserhalb. Liegt 
aber ein Punkt des Tripels innerhalb des Kreises, so Kegen die 
beiden anderen auf einer Geraden, welche den Kreis nicht triflFfc, 
also ausserhalb. Da ein Tripel harmonischer Punkte zugleich 
ein Tripel harmonischer Strahlen involvirt, so folgt, dass von 
den Strahlen eines Tripels stets zwei den Kreis treffen, wäh- 
rend der dritte an dem Kreise vorbeigeht. 

Zieht man durch das Tripel pqr die Gerade -3fg, welche 
Q in q' und den Kreis in s^ und Sg treffen möge, so sind die 
Punkte Si, q, «3; Q^ harmonisch, es müssen also q und q' auf 
derselben Seite von M liegen,^ und zwar ist 

Mq . Mq; = Ms^^ = Ms^^ = R\ 

wenn U den Radius des Kreises bedeutet. Da die Verbindungs- 
gerade von Pol und Mittelpunkt stets senkrecht zur Polaren 
ist, so muss Mq oder q^ eine Höhe des Dreiecks pqr sein. 
Die beiden anderen Höhen sind Mpp' und Mrr' und man hat 

auch für sie 

Mp . Mp':=Mr . Mr' = RK 

Der Punkt M liegt auf den Verlängerungen der Strecken ^jp', 
qq'y rr\ d. h. ein Tripel harmonischer Punkte in Bezug auf 
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einen Kreis bilden ein stumpfwinkliges Dreieck, dessen Höhen- 
punkt zugleich der Mittelpunkt des Kreises ist. 

Es gibt unendlich viele Tripel in Bezug auf einen Kreis. 
Man kann einen Punkt p desselben willkürlich wählen, dann 
sind die beiden anderen g und r auf der Polaren P desselben 
gelegen. Auf P nehme man nun den Punkt g ganz nach Be- 
lieben an, dann wird der Punkt r erhalten als Durchschnitt der 
Polaren Q von q mit P. Ist ein Strahl P des Tripels gegeben, 
so müssen die beiden anderen Strahlen sich in einem Pole*^ 
desselben schneiden. Legt man also durch p . eine beliebige 
Gerade als zweiten Strahl Q des Tripels, so wird der dritte 
Strahl P gefunden, indem man p mit dem auf P gelegenen 
Pole q von Q verbindet. 

Liegt ein Punkt p des Tripels auf der Peripherie des Krei- 
ses, so befinden sich die beiden anderen auf der Tangente P 
des Punktes Py und zwar ist einer derselben mit p vereinigt, 
während der andere auf P willkürlich gewählt werden darf. 
Ist femer ein Strahl P eines Tripels FQB zugleich Tangente 
des Kreises mit dem Berührungspunkte p, so gehen die beiden 
anderen Strahlen durch p, und zwar fällt einer von ihnen mit 
P zusammen, während der andere willkürlich durch p gelegt 
werden darf. 

Wenn von eiaem Tripel pqr der Punkt p im Unendlichen 
liegt, so sind q und r Punkte auf einem Durchmesser, und 

Geiser, Einleit. in die synthet. Geometrie. O 
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zvar conjugirte harmonisclie Pole in Bezug auf den Ereis. Von 
den Strahlen pqr des Tripels ist einer ^ P, ein Darchmesser 
des Kreises ; wahrend die beiden anderen Q und R zu ihm senk- 
recht stehen. Bückt noch ein anderer Punkt des Tripels^ z. B. 
q ins unendliche, so wird r zum Mittelpunkte des Kreises, B 
zur unendlich entfernten Geraden der Ebene und die Strahlen 
P und Q werden zu einem Paar senkrecht stehender Durch- 
messer. Umgekehrt bilden zwei zu einander senkrecht stehende 
Durchmesser des Kreises zusammengenommen mit der unend- 
lich entfernten Geraden der Ebene stets ein Tripel harmonischer 
Strahlen des Kreises. 

Aus den Fundamentaleigenschaften des Tripels ergibt sich 
die Bichtigkeit des nachfolgenden Satzes: Wenn zwei Kreise 
-Äfj und M2 aussereinander liegen, so bilden die beiden Grenz- 

Fig. Ö6. punkte Q und JB der 

I I durch M^ und Jfg be- 

i stimmten Kreisschaar 

(die von zweiter Art ist) 
mit dem unendlich ent- 
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h : i -^ J - tenzlinie ein Tripel har- 



y monischer Punkte so- 

/ ■ ^ -^ wohl in Bezug auf Jf^, 

als auch in Bezug auf 
ilfg- Zunächst ist nam- 
^"* ' lieh klar, dass die Po- 

laren von Pqo nach den Kreisen M^ und M^ in der Centralen 
M^M^ oder QR der beiden Kreise zusammenfallen; femer bil- 
den nach früher bewiesenen Sätzen die Punkte Q und JB con- 
jugirte harmonische Pole sowohl nach Jtf^ und Jf^, und schliess- 
lich stehen die Polaren von Q und jR sowohl nach M^ als 
nach' Jfg senkrecht zur Centralen Jf^ilfg, also kann der aus- 
gesprochene Satz wirklich als bewiesen angesehen werden. 

Alle Punktenpaare qr, gV, qV etc., welche. mit einem ge- 
gebenen Punkte p Tripel harmonischer Punkte pqr, p<ir\ 
pgf'r'' etc. bestimmen, liegen auf einer Geraden P, der Polaren 
des Punktes p und bestimmen auf derselben ein Punktsystem. 
Für den Fall, dass der Punkt ^ ausserhalb d^s Kreises Jlf liegt, 
wird P mit M zwei Punkte s^ und s^ gemein haben, und zwar 
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ist jedes der Punktenpaare qr, c[r\ g['r'' etc. zu s^s^ harmo- 
nisch, d. h. diese Punktenpaare bilden ein hyperbolisches Punkt- 
system mit den Asymptotenpunkten s^ uod s^. 

Liegt der Punkt jp innerhalb des Kreises M, so kann man 
wie folgt schliessen: Das Tripel pqr bildet ei^ Dreieck, dessen 
Höhenpunkt im Mittel- „. ^. 

punkt M liegt. Nennt 
man m, w', m" die Schnitt- 
punkte von Mp, Mq, Mr 
resp. mit qr, rp^pq, so 
erkennt man, dass die 
rechtwinkligen Dreiecke 
fnpq und mMr ähnlich 
sind, also gilt die Pro- 
portion: ^ 

mq :pm = Mm : mr 
oder 

mq.mr^=:pm , Mm. 

In ähnlicher Weise würde man für die Tripel jpg' r'; P^'^' finden: 

m^ .mr'=pm » Mm, mq" ,mr'' =pm. Mm etb., 

d. h. die Punktenpaare g'/, g"/' etc. bestimmen von m Ab- 
stände, deren Product constant ist, und da zwei Punkte des- 
selben Punktenpaares immer auf verschiedenen Seiten von m 
liegen, so bilden alle Punktenpaare zusammengenommen nach 
§ 10 ein elliptisches Punktsystem. 

Die sämmtlichen Strahlenpaare QB, Q'H', Q''Il" etc., 
welche mit einem gegebenen Strahle P Tripel FQB, FQ'R\ 
P^"jB" etc. bilden, schneiden sich in einem und demselben 
Punkte py dem Pole der Geraden P und bilden ein Strahl- 
system. Zum Beweise beachte man nur, dass jedes Tripel har- 
monischer Strahlen zugleich ein Tripel harmonischer Punkte 
involvirt und dasä man die zu P gehörigen Strahlentripel er- 
hält, indem man sämmtliche Punktentripel, die zu p gehören, 
aufsucht und in jedem derselben die Seiten des von den Punk- 
ten gebildeten Dreiecks (von denen P übrigens schon bekannt 
ist) construirt* Die Punktenpaare qr, q[r\ q['r' etc., welche 
mit p Tripel bestimmen, constituiren aber ein Punktsystem; 
verbindet man die sämmtlichen Punktenpaare desselben durch 
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Gerade mit p, so erhält man die Strahlenpaare RQ, R'Q\ 
WQ" etc., welche demnach einem Strahlsysteme angehören. 

Man kann nun feigende Sätze aufstellen: Irgend eine be- 
liebige Gerade P in der Ebene eines Kreises M wird durch 
diesen Kreis in ein Punktsystem verwandelt, dessen Punkten- 
paare mit dem Pole p der Geraden P Tripel des Kreises be- 
stimmen. Der Mittelpunkt des Punktsystems ist der Fusspunkt 
des vom Mittelpunkte von M auf P gefällten Perpendikels. Das 
Punktsystem ist hyperbolisch, parabolisch oder elliptisch, je 
nachdem P den Kreis schneidet (in diesem Falle sind die 
Schnittpunkte von P und M zugleich die Äsymptotenpunkte 
des Punktsystems), berührt oder nicht schneidet. Ist P die 
unendlich entfernte Gerade der Ebene, so erhält man auf ihr 
ein eigenthümliches Punktsystem, welches bereits in § 11 cha- 
rakterisirt worden ist. Dieses Punktsystem auf der unendlich 
entfernten Geraden ist für alle Kreise der Ebene dasselbe. 
Femer: 

Irgend ein Punkt p in der Ebene wird durch einen Kreis 
M in ein Strahlsystem verwandelt, dessen Strahlenpaare mit 
der Polaren P des Punktes p Tripel des Kreises bestimmen. 
Die Verbindungsgerade von p mit dem Mittelpunkte des Kreises 
M und ein in p auf diese Gerade errichtetes Perpendikel bil- 
den die Axen des Strahlsystems. Dasselbe ist hyperbolisch, 
parabolisch oder elliptisch, je nachdem der Punkt p ausserhalb 
des Kreises, auf demselben oder innerhalb desselben liegt. (Im 
ersten Falle sind die von p aus an M möglichen Tangenten 
zugleich die Asymptoten des Strahlsystems.) Wenn p der Mittel- 
punkt des Kreises Jf ist, so erzeugt er mit demselben ein Strahl- 
system, dessen Strahlenpaare rechtwinklig zu einander stehen, 
und welches in einem früheren Abschnitte circulares Strahlsystem 
genannt worden ist. 

Wenn zu allen Punkten einer Figur, die aus Punkten und 
Geraden besteht,^ die Polaren und zu allen Geraden der Figur 
die Pole in Bezug auf einen festen Kreis M bestimmt werden,- 
so entsteht eine neue Figur, die als durch Polarisation ent- 
standen, die Polar figur der ursprünglichen heisst. Bezeichnet 
man die gegebene Figur mit P^, die Polarfigur mit Pg, so wird 
jedem Punkt in F^ eine Gerade in F^, jeder Geraden in F^ 
ein Punkt in Pg entsprechen. 
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Ist F^ die Polarfigur von F^ , so ist auch F^ die Polarfigur 
von F2J d. h. jeder Geraden in F^ entspricht ein Punkt in J?\ 
und jedem Punkte in i^g ^^^® Gerade in F^, Zu der Verbin- 
dungsgeraden zweier Punkte in F^ gehört der Durchschnitt 
ihrer Polaren in F2, dem Durchschnitte zweier Geraden in Fi 
entspricht die Verbindungsgerade ihrer Pole * in F^. Liegen 
drei oder mehr Punkte von F^ in einer Geraden, so schneiden 
sich ihre drei oder mehr entsprechenden Geraden in einem 
Punkte und umgekehrt: wenn drei oder mehr Gerade von F^ 
sich in einem Punkte schneiden, so liegen ihre entsprechenden 
Punkte aus der Figur F^ in einer Geraden. 

Sind auf einer Geraden P vier harmonische Punkte abcb 
gegeben, so bilden ihre Polaren ah cd nach einem Kreise Jf, 
welche durch den Pol p von P gehen, vier harmonische Strah- 
len. Zunächst ist klar, dass die Verbindungsgeraden Ufa, iüf 6, 
Mc, J/b vier harmonische Strahlen sind. Auf diesen stehen 

Fig. 08. 
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ab cd resp. senkrecht, d. h. die Winkel der Strahlen ab cd sind 
entweder gleich den entsprechenden Winkeln der vorhingenann- 
ten Verbindungsgeraden, oder sie ergänzen dieselben zu 180®. 
Da nun die charakteristische metrische Relation für vier har- 
monische Strahlen, die in § 9 aufgestellt worden ist, sich nicht 
verändert, wenn an Stelle der in ihr vorkommenden Winkel 
gleiche Winkel oder ihre Nebenwinkel treten, so folgt, dass 
ah cd harmonische Strahlen sind und zwar -ganz in derselben 
Zuordnung wie die Punkte abcb» 
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Aas demselben Grande ergeben die metrischen Relationen^ 
welche in § 11 als zwischen den darch drei Strahlenpaare eines 
Strahlsystems gebildeten Winkeln bestehend nachgewiesen wor- 
den, den Satz, dass die Polaren dreier Ponktenpaare drei 
Strahlenpaare eines Strahlsystems sind, woraus unmittelbar 
folgt, dass die Polaren eines Punktsystems ein Strahlsystem 
bilden. 

Diese Sätze lassen sich umkehren: die Pole von vier har- 
monischen Strahlen bilden eine Gruppe von vier harmonischen 
Punkten. — Drei Strahlenpaare eines Strahlsystems werden 
durch Polarisation zu drei Punktenpaaren eines Punktsystems. 
— Die Pole eines Strahlsystems bilden ein Punktsystem. 

Ein beliebiges vollständiges Viereck 1 2 3 4 in der Ebene 
wird durch Polarisation zu einem vollständigen Vierseit, die 

p- g^ gegenüberliegenden Seiten des 

B Vierecks zu gegenüberliegenden 

/^^\ Ecken des Vierseits; femer ver- 

/ \ N "^ \ wandeln sich die Diagonalpunkte 

/ \ "^ ^ der ersten Figur in die Diagona- 

/ / \ X len der zweitea. In einem voll- 

/ ^^( \' \^ ständigen Vierseit liegen auf 

/ / .^x; ^-. N^ jeder Diagonale vier harmoni-' 

/ / y '' \ \ ""r^ sehe Punkte; denmach gehen 

' ^^--^ zufolge eines vorhin bewiesenen 

■-''""*' Satzes durch jeden Diagonal- 

punkt des vollständigen Vier- 
ecks vier harmonische Strahlen, 
von denen zwei zugeordnete die in dem angenommenen Diago- 
nalpunkt sich schneidenden Seiten des Vierecks sind, während 
die beiden anderen die übrigen Diagonalpunkte enthalten. In 
Fig. 69 sind demnach z.B. die Strahlen AB^ J.1, AC y A% 
harmonische Strahlen. 

Ein vollständiges Vierseit I 11 III IV wird durch Polari- 
sation zu einem vollständigen Viereck. Wird durch dieses eine 
beliebige Transversale gezogen, so erhält man auf den drei 
Paaren von Gegenseiten des Vierecks drei Punktenpaare eines 
Punktsystems. Unter Anwendung eines oben abgeleiteten Theo- 
rems folgt also, dass die Strahlen, welche von einem beliebigen 
Punkte der Ebene eines vollständigen Vierseits aus nach den 
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drei Paaren gegenüberliegender Fig. 70. 

Ecken desselben gezogen werden, 
drei Strahlenpaare eines Strahl- 
systems sind. Die Fig. 70 gibt 
drei solche Strahlenpaare in den 
Geraden « und a, ß und /3', 
y und y\ 

Wenn zu den auf einem 
Kreise gelegenen Ecken 12 3 4 
eines vollständigen Vierecks die 
Polaren 1 11 III IV bestimmt wer- 
den, so bilden dieselben ein voll- 
standiges Vierseit, welches zu dem 
Viereck in einer merkwürdigen Beziehung steht. Die Diago- 
nßilpunkte des Vierecks werden nämlich durch Polarisation in 
die Diagonalen des vollständigen Vierseits verwandelt, und 

Fig. 71. 
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da die Diagonalpunkte des Vierecks ein Tripel harmonischer 
Punkte in Bezug auf den Kreis sind, so werden die Diagonalen 
des Vierseits ein Tripel harmonischer Strahlen des Kreises bilden. 
Zufolge der Fundamentaleigenschaft des Tripels verändert sich 
aber dasselbe durch Polarisation nur so, dass seine Ecken zu den 
ihnen gegenüberstehenden Seiten werden, d. h. das vollständige 
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Viereck 12 3 4 und das vollständige Vierseit I II lH IV haben 
das nämliche Diagonaldreieck, das zugleich ein Tripel des 
Kreises ist. 

§20. 
Fol nnd Folarebene, reciproke Polaren in Bezug auf die Kugel. 

Zwei Punkte p und p, deren Verbindungsgerade G eine 
Kugel K in zwei Punkten s^ und s,^ triflffc, welche ein zu p und 
p' harmonisches Punktenpaar bilden, heissen conjugirte harmo- 
nische Pole in Bezug auf die Kugel K. Es gibt unendlich viele 
Punkte p', welche zu einem gegebenen Punkte p conjugirt sind, 
und zwar findet man, wenn p innerhalb der Kugel liegt, auf 
jeder beliebigen durch p gehenden Geraden einen solchen Punkt, 
wenn aber p ausserhalb der Kugel liegt, so enthalten nur die- 
jenigen durch p gehenden Strahlen conjugirte harmonische 
Punkte zu p, welche innerhalb des von p an die Kugel gehen- 
den Tangentialkegels befindlich sind. 

Alle einem Punkte p in Bezug auf eine Kugel K zugeord- 
neten harmonischen Pole liegen in einer Ebene. Zum Beweise 
bemerke man, dass die Kugel K und der Punkt p symmetrisch 
liegen zu der Geraden, welche p mit dem Mittelpunkte M von 
K verbindet. Legt man also durch diese Äxe eine beliebige 
Ebene und bestimmt in dem dieser Ebene angehörigen GrossT 
kreise ^ von K die conjugirten harmonischen Pole von p, welche 
auf der Polaren ^ dieses Punktes nach Tc gelegen sind, so 
braucht man blos die ganze Figur um pM rotiren zu lassen, 
um den Satz zur Evidenz zu bringen. In der That gehören 
die gesuchten harmonischen Pole der Fläche an, welche ^ bei 
der Rotation bestreicht, und da die Polare ^ senkrecht i^u pM 
steht, so wird sie während ihrer Bewegung eine Ebene erzeugen. 
Man gelangt jetzt unmittelbar zu nachfolgenden Sätzen: 

Die sämmtlichen Punkte p\ welche einem gegebenen Punkte 
p in Bezug auf eine Kugel K zugeordnet harmonisch sind, liegen 
in einer Ebene P, der Polar ebene des Punktes p in Bezug 
auf die Kugel. Sei M der Mittelpunkt von K, so findet man P, 
indem man p mit M durch eine Gerade verbindet, deren Durch- 
schnittspunkte ^i und §2 ^^ ^ fixirt und zu p, g^ und S^ den 
vierten harmonischen, p zugeordneten Punkt Ip' construirt; die 
in !p' auf pM errichtete senkrechte Ebene ist die gesuchte Polar- 
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ebene. Liegt p ausserhalb der Kugel K, so schneiden sich P 
und K längs eines Kreises , dem Berührungskreise des von p 
aus an Jl zu legenden Tangentialkegels ; ist p ein Punkt der 
Kugel selbst, so wird P zur Berührungsebene von -BT in p; be- 
findet sich p innerhalb der Kugel, so schneiden sich P und K 
nicht. 

Zu der Ebene P kann sofort der zugehörige Punkt py ihr 
Pol in Bezug auf die Kugel K gefunden werden. Man fälle 
von dem Mittelpunkte M der Kugel K ein Perpendikel auf 
die Ebene P, welches K in g^ und ^^ treffen möge und dessen 
Fusspunkt )ff sei; bestimme sodann zu ^)'^i^2 ^®^ vierten har- 
monischen )(f zugeordneten Punkt p^ so ist dieser der gesuchte 
Pol. Schneiden sich P und K, so liegt P ausserhalb von K 
und ist Mittelpunkt eines Rotationskegels , welcher K längs des 
Schnittkreises der Ebene und der Kugel berührt; ist P eine 
Tangentialebene der Kugel, so ist p ihr Berührungspunkt und 
geht P an JST vorbei, so liegt p innerhalb K. 

Legt man durch den Pol p eine Ebene, welche die Kugel 
K in einem Kreise Ä und die Polarebene P in einer Geraden $ 
schneidet, so ist ^ die Polare von p in Bezug auf Ä. Dieser 
Satz folgt aus der Bemerkung, dass, wenn _p und y conjugirte 
harmonische Pole in Bezug auf eine Kugel sind, sie dann auch 
conjugirt sind in Bezug auf jeden Kreis, der auf K liegt und 
dessen Ebene die Gerade pp' enthält. Man kann also die Polar- 
ebene von p nach K auch so finden: Man legt durch p zwei 
Ebenen, welche aus X die Kreise B und Äj ausschneiden sollen 
und bestimmt die Polaren ^ und ^^ ^^* Punktes p nach diesen 
Kreisen, so liegen dieselben in der gesuchten Polarebene, welche 
durch die beiden in ihr enthaltenen Geraden vollständig ge- 
geben ist. • 

Liegt eine Ebene P ganz ausserhalb der Kugel Ky so wird 
ihr Pol p (der innerhalb K liegt) mit jedem Punkte p von P 
ein Paar conjugirter Pole von K bestimmen, die Polarebenen 
Ton allen Punkten auf P gehen also durch p, d. h. : Bewegt 
sich ein Punkt jp' auf einer Ebene P, welche eine gegebene 
Kugel K nicht schneidet, so dreht sich die Polarebene P' von 
p' um einen festen Punkt, den Pol p der Ebene P. Wenn P 
eine Tangentialebene von K mit dem Berührungspunkte p ist, 
ferner p' einen beliebigen Punkt in P bedeutet, so sind p und 
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jp' immer conjugirte harmonische Pole in Bezug auf K, d. h. 
die Polarebenen der sämmtlichen Punkte p' gehen durch j). Ist 
schliesslich P eine Ebene , die K in einem Kreise Tc schneidet, 
so wird die Polarebene jedes Punktes jp', der auf P innerhalb 
des Kreises Tc liegt, durch den Pol ^ von P gehen. Dass auch 
für die Punkte von P, welche ausserhalb Tc liegen, die Polar- 
ebenen durch p laufen, erhellt aus einer Betrachtung, die ohne 
Rücksicht auf die Lage von P den Satz beweist: Bewegt sich 
ein Punkt p auf einer beliebigen Ebene P, so dreht sich seine 
Polarebene um den Pol p von P herum. 

Sei in der That p' ein beliebiger Punkt der Polarebene P 
des Punktes p, so wird eine durch die Gerade pp' gelegte 
Ebene, welche K in einem Kreist £ triflpfc, übrigens aber will- 
kürlich ist, aus der Polarebene P eine Gerade ^ ausschneiden, 
welche die Polare von p in Bezug auf'ß ist und die zudem den 
Punkt p enthält. Es wird also umgekehrt die Polare §ß' von 
p' nach Ä durch den Punkt p gehen. Da aber ^' ganz in der 
Polarebene P' von p' nach K liegt, so muss auch P' durch ^ 
gehen. 

Der eben abgeleitete Satz lässt sich, wie aus dem Beweise 
unmittelbar hervorgeht, umkehren: Dreht sich eine Ebene P' 
um einen festen Punkt p herum, so beschreibt ihr Pol p' in 
Bezug auf eine Kugel K eine Ebene P, welche die Polarebene 
des Punktes p ist. 

Diese ümkehrung soll noch näher erörtert werden. Sei 
P' eine beliebig durch p gelegte Ebene, so findet man den 
Pol p' von P' in Bezug auf K, indem man vom Mittelpunkte 
M der Kugel K ein Perpendikel mit dem Füsspunkte jc auf P' 
fällt, welches K in s^ und s^ treffen möge und zu it s^S2 den 
vierten harmonischen tc zugeordneten Punkt p' construirt. Fällt 
man ferner von p' ein Perpendikel auf Jfjp, dessen Fusspunkt 
!p sei, so gilt vermöge der Aehnlichkeit der rechtwinkligen 
Dreiecke M)(>p' und M^p die Proportion M)p : Mp' = Mut : Mp. 
Nun ist aber, wenn q den Radius der Kugel K bedeutet, 

Mp' . Mit = Q^j also auch M)p . Mp = q^ oder Jf :p = ^^, Daraus 

folgt, dass M)p und demnach der Punkt )) unabhängig davon 
ist, wie P' durch p gelegt wurde, d. h. es liegt p' immer in 
der Ebene, welche in ^) senkrecht zu Mp errichtet werden kann, 
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und welche wirklich die Polarebene von j) ist. Zum Schlüsse 
sei noch bemerkt, dass in Fig. 72 vorausgesetzt ist, dass die 
Zeichnungsfläche den Punkt ^ und den Mittelpunkt Jf enthalte, 
sowie, dass sie senkrecht zu P' stehe. 

Bewegt sich ein Punkt j>' auf der Durchschnittsgeraden 
zweier Ebenen P^ und Pg, so wird seine Polarebene P' in Be- 
zug auf eine Kugel K zufolge des oben bewiesenen Satzes immer 
sowohl durch den Pol jOj von P^, als auch durch den Pol jPa 
von Pg; also stets durch die Verbindungsgerade 'p^'p^, gehen 
müssen. Ebenso ist klar, dass der Pol jp' einer Ebene P', welche 
die Verbindungsgerade zweier Punkte ^^ undjpg enthält, immer 
sowohl in der Polarebene P^ von jo^, als auch in der Polarebene 
P2 von 2>2; demnach stets in der Durchschnittsgeraden von P^ 
und Pg liegen muss, d. h. : Beschreibt ein Punkt j)' eine Ge- 
rade Qy so dreht sich seine Polarebene P' nach einer festen 
Kugel K um eine Gerade Q herum und umgekehrt: Dreht sich 
eine Ebene P' um eine Gerade (r, so durchläuft ihr Pol ^ eine 
andere Gerade g. 

Stehen zwei Gerade g und G in einer solchen Beziehung 
zu einander, dass . die Polarebenen der Punkte auf einer von 
ihnen nach einer festen Kugel K durch die andere gehen, so 
heissen sie reciproka Polaren der Kugel. Wird eine Gerade ge- 
zogen, welche g und 6r in jp und jp' trifft und welche auch K 
schneidet, so sind ^ und y conjugirte harmonische Pole der 
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Kugel. — Zu jeder Geraden g im Räume gehört stets eine und 
nur eine reeiproke Polare in Bezug auf K, Zwei reciproke 
Polaren schneiden sich im Allgemeinen nicht, wenn dies aber 
geschieht, so sind beide Tangenten der Kugel in einem und 
demselben Punkte. — Aus dem Satze, dass die Polarebene stets 
senkrecht steht auf der Verbindungsgeraden von Pol und Mittel- 
punkt, ergibt sich, dass zwei reciproke Polaren senkrecht zu 
einander stehen. Man lege in der That durch die eine der- 
selben, z. B. g und M eine Ebene 6, so wird die andere G 
das Perpendikel sein, w^elches in jr auf e errichtet werden kann, 

Fig. 73. 
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wenn jr der Pol von g in Bezug auf den durch die Hilfsebene t 
aus K ausgeschnittenen Kreis ist. Fällt man von M. ein Per- 
pendikel auf g j so trifft dasselbe auch Cr und steht auf dieser 
Geraden ebenfalls senkrecht. 

Der Pol einer Ebene P, welche den Mittelpunkt M der 
Kugel K enthält, liegt auf dem in Jf zu P errichteten Perpen- 
dikel und zwar in unendlicher Entfernung von M, Umgekehrt: 
Für irgend einen in unendlicher Entfernung gelegenen Punkt 
geht die Polarebene durch den Punkt M. Wenn man also den 
Satz , dass zu sämmtlichen Ebenen durch einen Punkt Pole ge- 
hören, die auf einer Ebene liegen, auch noch gelten lassen 
will, wenn dieser Punkt M. ist, so muss man (wie es übrigens 
schon früher in § 9 geschehen ist) annehmen, dass alle Punkte 
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im Räume, welche im Unendlichen liegen, einer und derselben 
Ebene, der unendlich entfernten Ebene des Raumes angehören. 
Zu einem System paralleler Ebenen gehören Pole, welche 
auf einem Durchmesser liegen, der senkrecht zu sämmtlichen 
Ebenen steht; umgekehrt sind die Polarebenen der Punkte eines 
Durchmessers unter sich parallel. Da man nun parallele Ebenen 
so auffassen kann, als ob sie eine unendlich entfernte Gerade 
gemein hätten, so folgt, dass die reciproke Polare zu einem 
Durchmesser ganz im unendlichen liegt. 

§21. 
Polarnetze und Quadrupel. Polarisation im Banme. 

Werden im Räume eine Kugel K und eine Ebene E unter 
der einzigen Bedingung gewählt, dass sie sich nicht berühren 
sollen, sonst aber ganz willkürlich gelassen, so kann man zu 
irgend einem Punkte p in ,E die Polarebene P in Bezug auf 
K construiren. Bezeichnet man die Schnittgerade von P und E 
mit jr, so ist klar, dass man zu jedem Punkte p in der Ebene 
stets eine und nur eine Gerade n finden kann. Z^ jeder Ge- 
raden ar gibt es stets einen, aber auch nur einen zugehörigen 
Punkt, der sich ergibt, indem man die reciproke Polare n' von 
7t in Bezug auf K bestimmt, denn deren Schnittpunkt p er- 
zeugt nach obiger Construction die Gerade ä. Dass die Ge- 
rade jr' mit E nur einen Punkt gemein hat, ist klar, da sie 
den Pol. )p von E nach K enthält, der zufolge der gestellten 
Bedingung nicht in E liegen darf. 

Die Gesammtheit der wie p und n aufeinander bezogenen 
Punkte und Geraden in E, welche einestheils alle Punkte, 
anderntheils alle Geraden der Ebene E umfasst, heisst das 
Polarnetz der Kugel K in Bezug auf die Ebene JE. Wenn 
E und K sich schneiden, so ist das Polametz weiter nichts 
als die Gesammtheit von Pol und Polaren in Bezug auf den 
Schnittkreis Ä der Ebene und der Kugel, und man nennt es 
in diesem Falle hyperbolisches Polarnetz. Schneiden sich 
jEJ und Ä^ nicht, so heisst das Polarnetz elliptisch; in diesem 
Falle ist zwar in E kein Kreis vorhanden, in Bezug auf wel- 
chen man jeden beliebigen der Punkte p mit seiner zugehörigen 
Geraden n als Pol und Polare darstellen könnte, -immerhin 
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aber behält man für jedes Paar p und x die Bezeichnung Pol 
und Polare bei, weil eine Reihe von Eigenschaften des hyper- 
bolischen Polarnetzes sofort auf das elliptische übergetragen 
werden können. 

Zunächst bemerke man, dass der unendlich entfernten Ge- 
raden in E ein ausgezeichneter Punkt im Polametze entsprechen 
wird; derselbe ist der Fusspunkt m des von dem Mittelpunkte 
M der Kugel K aus auf J5 gefällten Perpendikels, wie man 
sich leicht überzeugen kann. Wenn nun JE und K sich schnei- 
den, so ist m der Mittelpunkt des Schnittkreises; auf Grund 
dieser Eigenschaft nennt man m den Mittelpunkt des Polar- 
netzes, gleichgiltig, ob derselbe hyperbolisch oder elliptisch sei. 

Verbindet man im Polametze den Pol p mit dem Mittel- 
punkte m durch eine Gerade, so steht dieselbe auf der Polaren n 
senkrecht. Für das hyperbolische Polametz ist der Satz selbst- 
verständlich, für das elliptische ergibt er sich wie folgt: Man 
lege die Ebene, welche den Punkt p und das Perpendikel Mm 
enthält, so werden die Ebenen E und P (wo P nach Früherem 
die Polarebene von p ist) beide senkrecht zu ihr stehen, also 
wird der Schnitt 7t von -Bund P ebenfalls senkrecht zu pMm 
sßin und demnach zu jeder in dieser Ebene enthaltenen Ge- 
raden, namentlich aber zu pm. 

Sei Pi der Durchschnitt von pm mit ä, so ist das Product 
pm.mpi nur abhängig vom Radius R der Kugel K und dem 
Abstand S ihres Mittelpunktes M von der Ebene E, nicht aber 
von der Lage des Punktes p in der Ebene E. Für das hyper- 
bolische Polarnetz ist in der That pm .p^m = U^ — ä*= (>*, 
wenn man mit q den Radius des Kreises Je bezeichnet, in wel- 
chem E und K sich schneiden. Ist das Polarnetz elliptisch, so 
lege man die Ebene der Punkte p Mm , welche den Pol )p 
von E nach K enthält und die aus K einen Grosskreis aus- 
schneidet. Die beschriebene Figur stimmt im Wesentlichen mit 
Fig. 67 überein, wenn man in derselben an die Stelle Yon pqr. 
resp. ^, p, Pi setzt. Man hat also, wie in § 19 abgeleitet wor- 
den ist, pm.pj^m = Mm . mp, eine Gleichung, deren rechte Seite 
in der That nur von d und B abhängt. Es ist nämlich 

R^^-M^.d oder J^f^ = ^^ 
also 
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pm = o — Y 
und schliesslich^ da Mm = ö ist: 

Diese constante Grösse kann man die Potenz des Polametzes 
nennen und wird dann ganz analog q^ als Potenz des hyper- 
bolischen Polametzes bezeichnen. 

In Bezug auf die eben bewiesene Eigenschaft unterscheiden 
sich das hyperbolische und das elliptische Polametz nur da- 
durch, dass im zweiten m immer auf der Strecke pp^ selbst, 
im ersten aber auf der Verlängerung derselben liegt. Man 
fichliesst hier bequem eine weitere Unterscheidung des hyper- 
bolischen vom elliptischen Polarnetz an: Im ersten gibt es un- 
endlich viele Punkte (die sämmtlichen Punkte eines Kreises ifc), 
welche auf ihren Polaren liegen, oder unendlich viele Polaren 
(die sämmtlichen Tangenten des Kreises Ä), welche durch ihren 
Pol gehen ; im zweiten kann dieser Umstand niemals eintreten. 

Bewegt sich der Punkt p auf einer in U gelegenen Ge- 
raden y, so dreht sich seine Polarebene P um eine Gerade, 
welche ^) enthält und E in einem Punkte g, dem Pole von y 
triflFfc. Daraus folgt: Bewegt sich ein Punkt auf einer Geraden y, 
so dreht sich seine Polare im Polarnetz um einen festen Punkt. 
Umgekehrt : Wenn sich die Gerade 7t um einen festen Punkt a 
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herumdreht, so durchläuft ihr Pol eine Gerade, die Polare a 
des Punktes a. Diese beiden Sätze treten noch anschaulicher 
hervor unter Berücksichtigung der nachfolgenden Constructionen : 

1. Zu einem Punkte p wird die Polare tc gefunden, indem man 
durch )ji auf die Verbindungsgerade pM eine senkrechte Ebene 
legt, deren Durchschnitt mit E die gesuchte Gerade 7t ist. 

2. Zu einer Geraden 7t wird der Pol construirt, indem man 
von M aus ein Perpendikel auf die Ebene fällt, welche J) und 7t 
enthält und dessen Durchschnitt p mit E bestimmt. Beide 
Constructionen können übrigens in der Ebene ausgeführt wer- 
den, sobald man die Potenz des Polametzes einführt und fest- 
setzt, ob dasselbe hyperbolisch oder elliptisch sein soll, da 
dann das. Netz durch Mittelpunkt und Potenz vollkommen be- 
stimmt ist. 

Wie jede andere Ebene, so wird auch die unendlich ent- 
fernte Ebene E^ des Raumes durch die Kugel K in ein Polar- 
netz verwandelt. Sei p^ ein Punkt in E^ , so errichte man in 
M eine senkrechte Ebene e zu der Geraden p^Mj dann wird 
dieselbe in E^ diejenige Gerade 7t^ ausschneiden, welche in 
dem durch K und E^ bestimmten Polarnetz die Polare des 
Punktes )^^ ist. Sei nun K^ eine beliebige zweite Kugel mit 
dem Mittelpunkte Jf^, so wird diese die Ebene E^ ebenfalls 
in ein Polarnetz umwandeln. Die Polare 7t ^^ des schon vorhin 
angenommenen Punktes p^ in Bezug auf dieses neue Polarnetz 
ergibt sich, indem man in M^ eine senkrechte Ebene e^ zu der 
Geraden j9oo ^1 legt; die Schnittgerade von e^ und E^ ist die 
gesuchte Polare 7t ^^ . Die Geraden p^ M und p^ M^ sind pa- 
rallel, ebenso die Ebenen e und ß^; diese schneiden sich also 
auf E^ , d. h. 7t ^ und 7t^^ fallen zusammen. Dasselbe tritt für 
die Polaren eines jeden anderen Punktes in E^ ein, d. h. zwei 
beliebige Kugeln, oder überhaupt alle Kugeln im Räume ver- 
wandeln die unendlich entfernte Ebene in ein und dasselbe 
Polarnetz, welches aber vom gewöhnlichen Polametze sich da- 
durch unterscheidet, dass es weder Mittelpunkt noch Potenz hat. 

Drei Punkte ahc in der Ebene eines Polarnetzes bilden ein 
Tripel harmonischer Punkte des Polarnetzes, wenn die Polare 
jedes der Punkte zugleich die Verbindungsgerade der beiden 
anderen ist. Diese Definition stimmt im Falle des hyperboli- 
schen Polarnetzes mit derjenigen des Tripels in Bezug auf den 
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Kreis, wie sie in § 19 gegeben wurde, vollkommen überein. 
Dass es unendlich viele Tripel im Polametze gibt, ist klar: 
Man wählt den Punkt a beliebig, construirt seine Polare a, 
wählt femer auf derselben h beliebig, so geht die Polare ß 
dieses Punktes durch a und schneidet auf 'a den Punkt c aus^ 
dessen Polare y in der That durch 6 und a geht. Dass die 
Strahlen aßy ein Tripel harmonischer Strahlen sind, d. h. dass 
jeder dieser Strahlen den Durchschnitt der beiden anderen zum 
Pole hat, ist evident. 

Da das Perpendikel vom Pol auf die Polare stets durch 
den Mittelpunkt m des Polametzes geht, so ist m der Höhen- 
punkt des Dreiecks ahc. Die- ; 
ses ist für ein hyperbolisches ^^' 
Polarnetz stumpfwinklig, für ein 
elliptisches spitzwinklig. Da in 
einem beliebigen Dreiecke aic, 
dessenHöhenpunktm heisse und 
dessen Höhen die Pusspunkte 
a^\c^ haben mögen, 

ist, so folgt, dass ein beliebi- 
ges spitzwinkliges oder stumpf- 
winkliges Dreieck ahc mit dem 
Höhenpunkt m immer als Tripel 
eines bestimmten Polametzes 

aufgefasst werden kann, dessen Mittelpunkt in m liegt und 
dessen Potenz den vorhin bezeichneten constanten Werth 




hat. 



wa. wai = m6 . nh\ = mc , mc^ 



Ein Punkt a und ein Tripel harmonischer Punkte hcd des- 
jenigen Polametzes, das eine Kugel K mit der Polarebene A 
von a erzeugt, bilden eine Gruppe ahcdy welche Quadrupel 
harmonischer Punkte in Bezug auf K genannt wird. Sind BGB 
resp. die Polarebenen von ftcd, so haben die Punkte des Qua- 
drapels die Eigenschaft, dass die Polarebene eines jeden durch 
die drei übrigen geht, während in jedem die Polarebenen der 
drei anderen sich schneiden. 

Geiser, Einleit. in die gynthet. Geometrie. 9 
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Es liegen also in 

A die Punkte hcd, 

B „ „ cda^ 

C „ ^ dah, 

f * D yi y^ ahCj 

während sich in 



a die Ebenen BCD, 
b „ ^ CDA, 

d „ „ ABC 
schneiden. 

Es gibt unendlich viele Quadrupel in Bezug auf K. um 
ihre Mannichfaltigkeit zu übersehen, bemerke man, dass der 
erste Punkt a vollkommen willkürlich gewählt werden kann; 
in der durch a bestimmten Ebene A darf man b beliebig an- 
nehmen und schliesslich steht es noch frei, den Punkt c auf 
dem Durchschnitt der Ebenen A und B irgend wie festzusetzen, 
wodurch dann die noch fehlenden Elemente des Quadrupels, 
nämlich G, d, D bestimmt sind. 

Mit dem Quadrupel harmonischer Punkte ab cd ist durch 
AB CD stets ein Quadrupel harmonischer Ebenen verbunden, 
beide gehören demselben Tetraeder an, und zwar die Punkte 
als Ecken, die Ebenen als Seitenflächen. Die Kanten dieses 
Tetraeders sind so beschaffen, dass je zwei gegenüberliegende 
unter ihnen ein Paar reciproke Polaren in Bezug auf die Kugel 
sind. Das Quadrupel bildet also zufolge einer im vorigen Pa- 
.ragraphen bewiesenen Eigenschaft der reciproken Polaren ein 
Tetraeder, dessen drei Paar gegenüberliegender Kanten jeweilen 
rechte Winkel einschliessen. Man kann dieser Bemerkung noch 
eine andere Fassung geben: Da für die Kugel die Verbindungs- 
gerade des Mittelpunkts mit dem Pole stets senkrecht zur Po- 
larebene steht, so hat das durch ein Quadrupel der Kugel er- 
zeugte Tetraeder die Eigenschaft, dass seine vier Höhen sich 
in einem und demselben Punkte, dem Mittelpunkte der Kugel, 
schneiden. 

Rückt eine Ebene des Quadrupels ins Unendliche, so gehen 
die drei übrigen durch den Mittelpunkt der Kugel, der ein Qua- 
drupelpunkt wird, und schneiden sich dort unter rechten Win- 
keln, so dass auch die drei im Endlichen gelegenen Kanten des 
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Tetraeders perpendiculär zu einander sind. Die drei anderen 
Kanten liegen im Unendlichen und verbinden die dort ge- 
legenen drei übrigen Quadrupelpunkte, welche ein Tripel des 
eigenthümlichen Polarnetzes bilden, das auf der unendlich ent- 
fernten Ebene des Raumes enthalten ist. Die Tripel dieses 
Polarnetzes werden also erzeugt durch die Schnittpunkte dreier 
zu einander senkrechter Geraden (oder durch die Schnittgeraden 
dreier zu einander senkrechter Ebenen) mit der unendlich ent- 
fernten Ebene des Raumes. 

Zu jedem Punkte p im Räume gehört in Bezug auf eine 
Kugel K stets eine und nur eine Polarebene P, zu jeder Ebene 
77 lässt sich stets ein und nur ein Pol ä finden und endlich 
gibt es zu jeder Geraden g stets eine und nur eine reciproke 
Polare y. Es folgt daraus, dass man durch Polarisation in Be- 
zug auf eine Kugel jede räumliche Figur JP^, die aus Punkten Pi, 
Ebenen 77^ und Geraden g^ besteht, in eine andere, F^y ihre 
Polarfigur, verwandeln kann, welche aus den Polarebenen F^ 
der Pi, aus den Polen %^ der Ebenen 77^ und aus den reci- 
proken Polaren y^ der Geraden g^ besteht. Es ist klar, dass 
umgekehrt F^ die Polarfigur von F^ ist, so dass also F^ und F^ 
in vollkommen reciproke Beziehung gesetzt sind; jedem Punkte, 
jeder Ebene, jeder Geraden der einen Figur entspricht resp. 
ein Punkt, eine Ebene, eine Gerade der andern Figur. 

Alle Punkte in J\, welche in einer Geraden ^r^ liegen, wer- 
den in wPg zu Ebenen, welche durch die reciproke Polare y^ von 
g^ gehen; Punkte in J\, die einer Ebene P^ angehören, werden 
in F^ zu Ebenen, die durch den Pol p^ von P^ laufen. Eine 
Anzahl von Ebenen in F^, welche durch dieselbe Gerade g^^ 
gehen, werden in Fq zu einer gleichen Anzahl von Punkten, 
die der reciproken Polaren y^ von g^ angehören. Ebenen in J\, 
die sich in einem Punkte p^ schneiden, werden in F^ zu Punk- 
ten, die auf der Polarebene Pg des Punktes ^^ liegen. Gerade 
Linien in -F^, die sich schneiden (also einen endlich oder un- 
^dlich entfernten Punkt gemein haben), werden in Pg zu sol- 
chen Geraden, die in einer Ebene liegen, also sich ebenfalls 
schneiden. Eine Gruppe von Geraden in P^, welche in einer 
Ebene liegt, aber nicht durch denselben Punkt läuft, wird in 
F^ zu einer Gruppe von Geraden, die durch einen Punkt geht, 
aber nicht in einer und derselben Ebene liegt. Schliesslich 

9* 
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wird einer Gruppe von Geraden in F^y die durch einen Punkt 
geht und in einer einzigen Ebene enthalten ist, eine ähnlich 
geartete Gruppe von Geraden in F^ entsprechen. 

Vermittelst der eben abgeleiteten Sätze kann der Zusam- 
menhang mehrerer der in § 7 gegebenen Eigenschaften der voll- 
ständigen Figuren nachgewiesen werden. Man sieht nämlich 
sofort ein^ dass durch Polarisation in Bezug auf eine feste 
Kugel 

ein vollständiges w-Eck in der Ebene in ein körperliches n-Seit, 
„ „ w-Seit „ „ » « n f) n-Eck, 

„ räumliches n-Eck in ein räumliches w- Flach und 
„ „ w-Flach„ „ „ w-Eck 

verwandelt wird. Die Reciprocität z. B. zwischen dem räum- 
lichen n-Eck und dem räumlichen n- Flach zeigt sich, da nach 
dem Principe der Polarisation sich entsprechen: 

1. die n Ecken des n-Ecks und die n Seitenflächen des 
n- Flachs; 

2. die -\ — ^ Verbindungsgeraden der Ecken des n-Ecks 

zu zweien und die -A: — n-^ Durchschnittsgeraden der Seiten- 
ebenen des w- Flachs zu zweien; 

3. die — ^^ — = — ~-^5 Verbindungsebenen der Ecken des 

n-Ecks zu dreien und die — ^^-^j — ~-~ Durchschnittspunkte 

der Seitenebenen des w- Flachs zu dreien etc. 

In § 6 ist der Satz bewiesen worden: Die vier .Geraden, 
in welchen die Tangentialebenen in den Ecken eines Tetraeders, 
das einer Kugel K eingeschrieben ist, die gegenüberliegenden 
Seitenflächen treffen, bilden eine Gruppe von vier Geraden, zu 
der eine andere Gruppe von vier Geraden gefunden werden 
kann, so dass jede Gerade der einen Gruppe jede Gerade der 
andern Gruppe trifft, während im Allgemeinen keine zwei Ge- 
raden sich schneiden, die derselben Gruppe entnommen sind. 
Durch Polarisation in Bezug auf die Kugel K erhält man hier- 
aus den Satz: Verbindet man in einem Tetraeder, dessen Sei- 
tenflächen eine Kugel K berühren, die Ecken mit den Berüh- 
rungspunkten der gegenüberliegenden Seitenflächen, so entsteht 
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eine Gruppe von vier Geraden, zu welcher eine zweite Gruppe 
von vier Geraden gefanden werden kann, so dass jede Gerade 
der einen Gruppe jede Gerade der andern Gruppe triflFfc, wäh- 
rend im Allgemeinen keine zwei Geraden sich schneiden, die 
derselben Gruppe angehören. Auf Grund der citirten Betrach- 
tungen in § 6 kann übrigens vermittelst Polarisation eiae einfache 
geometrischi Bedeutung der zweiten Gruppe von Geraden ab- 
geleitet werden. Irgend drei Seitenflächen des Tetraeders bilden 
nämlich ein der Kugel K umschriebenes körperliches Dreikant, 
in welchem die Ebenen, die je eine Kante mit dem Berührungs- 
punkte der gegenüber liegenden Seitenfläche verbinden, sich 
in einer Geraden schneiden. Die vier Geraden, die in dieser 
Weise erhalten werden, wenn man im Tetraeder successive jede 
der Seitenflächen weglässt, bilden die zweite Gruppe. 



Siebentes Kapitel. 

Anwendungen. 

§ 22. 

Harmonische Eigenschaften des Orthogonalkreises und der 

Orthogonalkugel. 

In § 8 ist der Satz bewiesen worden: Legt man durch den 
Mittelpunkt M^ eines Kreises JE^, der einen andern Kreis K^ 
rechtwinklig schneidet, eine 



beliebige Transversale, so 
erhält man auf derselben 
durch die Punkte, in wel- 
chen sie von den beiden / 
Kreisen getroffen wird, zwei 
einander harmonisch zuge- 
ordnete Punktenpaare a^a,\aii( 
und a2«V Wenn man also 
zu a^ die Polare A^ in Be- 
zug auf den Kreis K^ con- 
struirt, so geht dieselbe 
durch a\. Nennt man Ge- 



Fig. 76. 
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genpunkte in einem Kreise solche* Punkte, deren Verbindungs- 
gerade ein Durchmesser ist, so kann man sagen: Die Polare 
A^ eines dem Kreise K^ entnommenen Punktes a^ in Bezug 
auf einen beliebigen zu Ä^ senkrechten Kreis geht" durch den 
Gegenpunkt a\ von a^. 

Sind zwei beliebige Kreise K^ und K^ in der Ebene ge- 
geben, so kann man nach bekannten Methoden die Polaren Ä^ 
und A2 eines Punktes a nach denselben leicht construiren und 
ihren Durchschnitt a finden. Ein zwar etwas weitläufigerer 
Weg würde zu dem nämlichen Ziele führen : Durch a kann man 
immer einen Kreis K legen, welcher K^ und K^ rechtwinklig 
schneidet. Sei in diesem Kreise a' der Gegenpunkt von a, so 
werden sich Ä^ und A2 in dem Punkte a schneiden. 

Die Kreise Ä^ und K2 bestimmen eine Kreisschaar (§ 15), 
zu welcher sofort eine conjugirte Kreisschaar gefunden werden 
kann. Durch irgend einen beliebigen Punkt a geht im All- 
gemeinen ein und nur ein Kreis K dieser conjugirten Schaar, 
und dieser hat die Eigenschaft, die sämmtlichen Kreise der durch 
K^ und K2 bestimmten Schaar unter rechtem Winkel zu treffen. 
Es gehen demnach nicht nur die Polaren A^ und A2 des Punk- 
tes a nach K^ und K2 durch den Gegenpunkt a von a im 
Kreise jK", sondern die Polaren des Punktes a nach allen Krei- 
sen der durch K^ und K2 bestimmten Schaar schneiden sich in a , 
d. h. : die Polaren eines beliebigen Punktes in der Ebene nach 
den sämmtlichen Kreisen einer Kreisschaar gehen durch einen 
und denselben Punkt. 

In dieser Weise kann in Bezug auf eine Kreisschaar zu 
jedem Punkte a ein zugehöriger a gefunden wenden, in wel- 
chem sich seine zugehörigen Polaren schneiden; es ist evident/ 
dass dann auch die Polaren von a sich in a treffen werden. 
Wählt man q auf der Potenzlinie der Schaar, so ist a' auf eben 
derselben Potenzlinie enthalten ; liegt ferner a auf der Axe der 
Schaar, so ist a' der unendlich entfernte Punkt der Potenzlinie, 
weil dann alle Polaren senkrecht zur Axe stehen. Dieser un- 
endlich entfernte Punkt hat also die Eigenschaft, dass ihm nicht 
nur ein einziger Punkt a' zugeordnet ist, sondern deren unend- 
lich viele, welche die Axe erfüllen. 

Diese Ausnahme hängt mit einer Bemerkung zusammen, die 
in § 19 zu Fig. 66 gemacht worden ist. Zu zwei Kreisen üf^ 
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und Jfg in der Ebene, welche sich nicht schneiden, gibt es 
stets ein ihnen gemeinschaftliches Tripel harmonischer Punkte, 
welches aus dem unendlich entfernten Punkte ihrer Potenzlinie 
lind den Grenzpunkten der durch M^ und Jlfg bestimmten Kreis- 
schaar besteht.^ Dieses Tripel ist nicht nur gemeinschaftlich für 
M^ und Jlfg, sondern für die sämmtlichen Kreise der Schaar, so 
dass für jeden seiner Punkte, also namentlich für den unend- 
lich entfernten Punkt der*Potenzlinie, die Polaren nach den 
Kreisen zusammenfallen. Diese Eigenschaft des genannten Punk- 
tes bleibt aber auch dann noch bestehen, wenn die durch M^ 
und M2 bestimmte Kreisschaar keine Grenzpunkte mehr hat, 
also ein gemeinschaftliches Tripel der Kreisschaar nicht vor- 
handen ist. Was die beiden Grenzpunkte anbetrififfc, insofern 
sie wirklich existiren, so gehen durch jeden von ihnen unend- 
lich viele Kreise, welche die vorgelegte Kreisschaar rechtwink- 
lig schneiden. Wenn in allen diesen sich rechtwinklig schnei- 
denden Kreisen die Gegenpunkte zu einem der Grenzpunkte 
construirt werden, so erfüllen dieselben eine Gerade; die Po- 
laren des Grenzpunktes nach allen Kreisen der Schaar haben 
demnach die sämmtlichen Punkte dieser Geraden gemein, d. h. 
sie fallen zusammen. Die eindeutige und reciproke Beziehung 
zwischen a und a' erleidet also eine oder drei Ausnahmen, je 
nachdem die der Betrachtung zu Grunde gelegte Kreisschaar 
von der ersten oder der zweiten Art ist. 

Sind drei Kreise K^, K^, K^ gegeben, welche nicht der- 
selben Kreisschaar angehören, so werden für einen beliebig in 
der Ebene angenommenen Punkt a die drei Polaren A^, A^^ A^ 
nach den Kreisen sich nicht in einem und demselben Punkte 
schneiden, und man kann also nach dem Ort der besonderen 
Punkte fragen, für welche dieser Umstand eintritt. 

Sei a ein beliebiger Punkt der Ebene, so werden seine 
Polaren A^ und A^ sich in einem Punkte a' treffen, welcher 
der Gegenpunkt von a in demjenigen Kreise K ist, der durch a 
geht und die Kreise K^ und K^ rechtwinklig schneidet. Ebenso 
findet man den Schnittpunkt a" von A^ und A^ als Gegenpunkt 
von A in dem Kreise K', welcher durch A geht und K^ und 
JEg unter rechten Winkeln trifft. Sollen A^y A^, A^ durch den- 
selben Punkt gehen, so müssen a' und a" zusammenfallen. Da 
aa oder aa" ein Durchmesser sowohl im Kreise K als im 
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Kreise K' ist^ so müssen diese beiden Kreise sich in einen ein- 
zigen vereinigen, welcher dann alle Kreise K^y K^y K^ unter 
rechten Winkeln schneidet und nach § 14 der Orthogonalkreis 
derselben heisst. Wenn umgekehrt ein Punkt a auf dem Kreise K 
liegt, welcher drei gegebene Kreise JC^, JE,, K^ unter rechten 
Winkeln schneidet, so schneiden sich die Polaren J.^, A^y A^ 
die er nach diesen Kreisen erzeugt, in einem Punkte a', wel- 
cher sein Gegenpunkt im Kreise K ist. 

Man mochte vielleicht aus dieser Entwickelung schliessen, 
dass der Orthogonalkreis alle Punkte enthalte, für welchen die 
Polaren nach drei gegebenen Kreisen sich in einem Punkte 
schneiden. Dies ist aber nicht richtig, denn man braucht sich 
nur zu erinnern, dass alle Kreise der Ebene auf der unendlich 
entfernten Geraden dasselbe Punktsystem, erzeugen, so erkennt 
man , dass auch für jeden Punkt dieser ausgezeichneten Geraden 
die gestellte Forderung erfallt ist. In der That werden für 
einen solchen Punkt die drei Polaren parallel und schneiden 
sich also nach einer schon vielfach gebrauchten Bezeichnungs- 
weise in einem und demselben unendlich entfernten Punkte. 

So wie im Anfange dieser Betrachtungen an Stelle zweier 
gegebenen Kreise sofort die ganze durch sie bestimmte Kreis- 
schaar gesetzt werden konnte, so darf man jetzt auch an Stelle 
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der Kreise Ky^^ K^, K^ die sämmtlichen Kreise setzen^ welche 
ihren OrthogonaUnreis K unter rechten Winkeln treffen. Ihre 
Gesammtheit nennt man ein Kreisnetz. Von den Kreisen 
desselben gehen durch einen Punkt p der Ebene unendlich viele, 
welche eine Kreisschaar der ersten Art bilden. In der That 
braucht man nur p mit dem Mittelpunkte M von K durch eine 
Gerade zu verbinden, welche Kin s^ und s^ treflfen möge, und 
den vierten harmonischen, p zugeordneten Punkt jp' zu 2?, s^ 
und ^2 zu construiren, so wird jeder Kreis des Netzes, welcher 
p enthalt, auch durch p' gehen müssen; umgekehrt schneidet 
jeder Kreis durch p und p' den Kreis K rechtwinklig. — Wenn 
zwei Punkte p und p^y welche nicht in der Beziehung der vo- 
rigen Punkte p und p' zu einander stehen, gegeben sind, so 
wird durch dieselben ein und nur ein Kreis des Netzes gehen, 
da in ^ eine Schaar von Kreisen des Netzes sich trifffc, von 
welcher Schaar ein und nur ein einziger Kreis den Punkt p^ 
enthält. 

Irgend zwei Kreise K^ und K^ des Netzes bestimmen zu- 
sammen eine Kreisschaar, deren sämmtliche Kreise dem Netze 
angehören, und zwar ist dann K ein Kreis der ihr conjugirten 
Schaar. Erzeugen also K^ und K^ eine Kreisschaar der zweiten 
Art, so müssen deren Grenzpunkte auf K liegen. 

Man kann ohne Weiteres folgende Sätze hinzufügen: Im 
Netze kommen unendlich viele Kreise vor, die einen gegebenen 
Radius haben; ihre Mittelpunkte bilden einen Kreis, welcher 
mit K concentrisch und grosser als dieser ist. Die Kreise des 
Netzes, welche den Radius Null haben, bestehen aus den Punk- 
ten von K. Femer sind die Geraden, welche den Mittelpunkt 
von K enthalten, zugleich diejenigen Kreise im Netze, deren . 
Radius unendlich gross ist. — Als speciellen Fall des Netzes 
bieten sich alle diejenigen Kreise der Ebene dar, welche einen 
Punkt gemein haben, der dann als Kreis mit dem Radius Null 
aufgefasst, zugleich den Orthogonalkreis K des Netzes bildet. 
— Ebenso bilden alle diejenigen Kreise, deren Mittelpunkte 
auf einer Geraden liegen, einen speciellen Fall des Kreisnetzes. 

Die analogen Betrachtungen im Räume sollen nicht weiter 
aui^geführt werden, als nothig ist, um den Ort aller Punkte zu 
finden, für welche die Polarebenen nach vier willkürlich im 
Baume gegebenen Kugeln sich in einem Punkte schneiden.* 
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Zunächst ist klar^ dass sammtliclie Punkte auf der unendlich 
entfernten Ebene des Eaumes der gestellten Bedingung Genüge 
leisten, denn für einen von ihnen gehen ja die Polarebenen 
nach allen möglichen im Baume befindlichen Kugeln nicht nur 
durch einen Punkt, sondern sogar durch eine Gerade, welche 
ebenfalls im Unendlichen liegt. (Nach Früherem schneiden sich 
parallele Ebenen in einer unendlich entfernten Geraden.) 

Der übrige Theil des gesuchten Ortes bestimmt sich durch 
nachfolgende Ueberlegungen : Wenn zwei Kugeln K und K^ 
sich unter rechten Winkeln treffen, so wird eine Ebene, welche 
durch ihre resp. Mittelpunkte M und M^ geht, zwei Grosskreise 
dieser Kugeln enthalten, welche sich ebenfalls rechtwinklig 
schneiden. Hieraus ergibt sich unter Berücksichtigung der auf 
Pole und Polarebene bezüglichen Eigenschaften der Kugel der 
• Satz: Schneidet eine Kugel Ä^ eine andere ^^ rechtwinklig, so 
geht die Polarebenen eines Punktes a auf K in Bezug auf K^ 
durch den Gegenpunkt a von a nach jf , d. h. durch denjenigen 
Punkt a , welcher der zweite Endpunkt des durch a gezogenen 
Durchmessers der Kugel K ist. 

Sind nun vier Kugeln Ä^, Kq, JEg, ^"4 gegeben, so con- 
struire man nach § 15 ihre Orthogonalkugel -ST; dann werden die 
Punkte derselben die verlangte Eigenschaft haben, dass die 
Polarebenen irgend eines von ihnen, der a heissen möge, in 
Bezug auf K^, K^, K^, K^ sich in einem und demselben 
Punkte p schneiden, welcher der Gegenpunkt von a nach K ist. 

Zum Schlüsse sei bemerkt, dass hier stillschweigend vor- 
ausgesetzt ist, dass die Kugeln K^, K^, K^, K^ wirklich eine 
Orthogonalkugel zulassen. Dies hängt aber davon ab, dass der 
.Schnittpunkt der sechs Polarebenen, welche sie zu je zweien 
erzeugen, ausserhalb der Kugeln liege. Eine ganz ähnliche 
Bemerkung muss natürlich auch dem oben behandelten ent- 
sprechenden ebenen Problem angefügt werden. 

§ 23. 
Der PascaFsche Satz. 

In einem einfachen Sechsecke, dessen Ecken ABGDE^F 
und dessen Seiten ^JS, J5C, CD, DE, EF, FA sein mögen, 
heissen A und D, B und JE?, C und F gegenüberliegende Ecken, 



Anwendungen. 139 

AB \mi DE, BC und BF, CD und FÄ gegenüberliegende 
Seiten. Nennt man die Schnittpunkte der gegenüberliegenden 
Seiten P, Q, B, so dass (AB, DE) = P, {BC, EF)^Q, 
{CD, FA) = B, so liegen diese Punkte jedesmal in einer Ge- 
raden, sobald ABCDEF sich auf einer Kreisperipherie be- 
finden, d. h.: In. einem dem Kreise eingeschriebenen Sechsecke 
liegen die drei Durchschnittspunkte gegenüberliegender Seiten 
in einer geraden Linie. 

Dieser Satz heisst der PascaVsche Satz. Obschon derselbe 
für die in diesem Buche behandelten Fragen von keiner Bedeu- 
tung ist, sondern seine wichtigsten Consequenzen auf einem 
ganz andern Gebiete findet, so soll er doch hier ausführlicher 
erörtert werden, als ein Beispiel dafür, dass das nämliche Re- 
sultat auf verschiedenen Wegen erreicht werden kann. 

Man verlängere in dem Sechsecke ABCDEF die Seiten 
BC, DE, FA, so dass sie ein Dreieck LMN bilden. Für 
die Ecken desselben gelten nach Aeuh Satze von der Potenz des 
Kreises die Gleichungen: 

1. LD.LE = LF.LA', 

2. MF.MA^MB.MC^ 

3. NB.NC=ND.NE. 

Drei weitere Gleichungen werden aus dem ersten Trans- 
versalensatze (§ 1) erhalten, indem man das Dreieck LMN 
successive mit den Geraden AB, CD, EF schneidet. Es er- 
gibt sich dann: 

4. LA.MB.NP=LP,MA.NB', 

5. LB.MC.ND=LD.MR.NC] 

6. LF.MQ,NE^LE,MF.NQ. 

Aus der Multiplication der Gleichungen 1 bis 6 folgt weiter : 

7. LB.MQ.NP=LP.MB,NQ, 

d. h. die Punkte PQB bestimmen auf den Seiten des Dreiecks 
LMN derartige Abschnitte, dass das Product dreier nicht an- 
einanderliegender unter ihnen gleich dem Product der drei an- 
deren ist. Aus der Fig. 78 ersieht man, dass die Punkte PQB 
alle drei auf den Verlängerungen der Seiten des Dreiecks LMN 
liegen; es befinden sich demnach, zufolge der ümkehrung des 
vorhin aus § 1 citirten Satzes, P^jB in einer Geraden, womit 
der PascaVsche Satz bewiesen ist. 
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Immerhin muss diesem Beweise noch eine Erläuterung an- 
gefügt werden. Derselbe zerfällt nämlich in zwei Theile: 1. 
Beweis, dass die auf den Seiten des Dreiecks LMN gelegenen 
Punkte PQR Strecken erzeugen, welche der Gleichung 7 ge- 
nügen, und 2. Beweis, dass diese drei Punkte PQIt resp. auf 
den Verlängerungen der drei Strecken LN^ NM, ML liegen. 
Der erste Theil ist immer richtig, d. h. die Gleichung 7 ist 
erfüllt, sobald nur ÄBCDEF seGks Punkte eines Kreises sind; 
der zweite Theil aber wurde stillschweigend dem Umstände ent- 
nommen, dass diese sechs Punkte in der Fig. 78 zu einem con- 
vexen einfachen Sechsecke verbunden sind. Nun gibt es nach 
§ 7 mannichfach geartete, vom convexen verschiedene einfache 
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Sechsecke; man kann sogar ^ wenn die sechs ^cken. AB CD E F 
gegeben sind, ohne dass die Reihenfolge, in welcher sie unter 
einander verbunden sein sollen, festgestellt ist, aus ihnen, die 
ein bestimmtes vollständiges Sechseck constituiren, 60 verschie- 
dene einfache Sechsecke herstellen, und es fragt sich also, ob 
für jedes beliebige einfache Sechseck im Kreise der PascaFsche 
Satz seine Giltigkeit behalte. Offenbar hängt dies davon ab, 
ob die Punkte PQR der Situationsbedingung genügen, welche 
in § 1 der vorhin benutzten Umkehrung eines ebenfalls an- 
gewendeten Transversalensatzes beigegeben wurde, d. h. : es 
muss gezeigt werden, dass PQB entweder alle drei auf den 
verlängerten Seiten des Dreiecks LMN liegen, oder dass einer 
der Pimkte auf einer verlängerten, die beiden anderen auf den 
Seiten des Dreiecks selbst gelegen seien. 

Zu dem Ende nehme man an, dass für irgend Qin einfaches 
Sechseck ABCDEF im Kreise, das durchaus nicht daran ge- 
bunden ist, ein cönvexes zu sein, der PascaVsche Satz bewiesen 
sei. Hält man dann die Ecken AB ODE fest, während 2^ sich 
auf dem Kreise herumbewegt, so bleibt der Punkt P unverän- 
derlich; ebenso bleiben die "Geraden BG oder MN und DE 
oder NL fest, indess sich LM oder FA um den Punkt A 
herumbewegt. Verfolgt man die Veränderung der gegenseitigen 
Lage von BQB zum Dreieck LMN^ so erkennt man, dass in 
der That für jede Lage des Punktes F auf dem Kreise die ver- 
langte Situationsbedingung für PQi2 erfüllt ist. Da nun eine 
Ecke des Sechsecks beliebig auf dem Kreise herumgeführt wer- 
den kann, ohne dass der Pascal'sche Satz aufhört, giltig zu 
sein, so gilt dies von jeder andern Ecke auch und deshalb ist 
der genannte Satz für jedes einfache Sechseck richtig. 

Man hätte auch wie folgt vorgehen können: Man zeigt 
zunächst, dass der PascaFsche Satz, wenn er für irgend ein 
einfaches Sechseck gilt, noch bestehen bleibt, wenn in demsel- 
ben zwei Ecken mit einander vertauscht werden (wobei im We- 
sentlichen nur die drei Fälle zu unterscheiden sind, wo man A 
mit By C oder D vertauscht). Ist dieser Beweis geleistet, so 
ist der PascaFsche Satz für jedes einfache Kreissechseck bewie- 
sen, da durch successive Vertauschung der Ecken zu je zweien 
jedes derselben auf ein cönvexes zurückgeführt werden kann, 
für welches der Satz gilt. 
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Zu einem zweiten Beweise des Pascal'schen Satzes gelangt man 
vermittelst der Bemerkung, dass die sechs Aehnlichkeitspunkte 
dreier Kreise zu je dreien auf vier Geraden liegen : nämlich die 
drei äusseren befinden sich in einer Aehnlichkeitsaxe und ebenso 
jeder äussere mit den beiden ihm nicht zugehörigen inneren 
(§ 17). Wenn man also in einem Kreissechsecke ABCDEF 
die Durchschnittspunkte PQB der gegenüberliegenden Seiten 
als drei, einer und derselben Axe entnommene Aehnlichkeits- 
punkte dreier Kreise darstellen kann, so ist der verlangte Be- 
weis geleistet. Dieser Beweis zerrällt nun, wie der vorige, in 
zwei Theile: zunächst müssen PQB überhaupt als Aehnlich- 
keitspunkte dreier bestimmter Kreise dargestellt werden und 
dann ist zu zeigen, dass dieselben immer einer und derselben 
Aehnlichkeitsaxe angehören. 

Der zweite Theil wird erledigt, indem man in Analogie zu 
Früherem beweist, dass eine Vertauschung zweier Ecken des 
Sechsecks unter einander seine Richtigkeit nicht aufheben kann. 
Was den ersten Theil anbetrifft, so ergibt sich Folgendes: 



Fig. 79. 



Nennt man A und D, 
B und E, C und F ge- 
genüberliegende Ecken 
des dem Kreise K einge- 
schriebenen Sechsecks, 
so kann man jeweilen 
in 'einem Paar gegen- 
überliegender Ecken die 
Tangenten an K legen, 
welche sich beziehent- 
lich in üfj M2 -Mg schnei- 
den werden. Diese drei 
Punkte sind Mittel- 
punkte von drei Krei- 
sen, von denen jeder K rechtwinklig schneidet, und zwar der 
erste in A und D, der zweite in B und JE, der dritte in C und F. 
Da die in A an M^ und die in jB an M2 gelegten Tan- 
genten sich im Mittelpunkte M des Kreises K schneiden und 
femer MA=:MB ist, so kann man einen Kreis legen, welcher 
M^ in A und M^ in B berührt. Nach der vorliegenden Fig. 79 
wird die Berührung eine ungleichartige sein (§ 17) und dem- 
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nach wird die Berührungssehne AB durch den innern Aehn- 
lichkeitspunkt der Kreise Jf^ und M^ gehen. Da ferner MD=ME, 
so kann mein einen Kreis legen, welcher M^ und Jlfg in den 
Punkten D und E berührt, und zwar, wie die Figur zeigt, 
ebenfalls ungleichartig , d. h. die Berührungssehne D E geht 
auch durch den innern Aehnlichkeitspunkt der Kreise M^ und* Jfg. 
Es ergibt sich hieraus, dass AB und DE sich in diesem in- 
nern Aehnlichkeitspunkte schneiden, welcher also P ist. 

Ganz analog zeigt man, dass Q mit dem innern Aehnlich- 
keitspunkte der Kreise M^ und M^ zusammenfällt, und ebenso, 
dass JB mit dem äussern Aehnlichkeitspunkte der Kreise M^ 
und M^ vereinigt ist; daraus folgt unmittelbar, dass PQB auf 
einer Geraden liegen. 

Die gerade Linie, welche zwei von den Punkten PQB verbin- 
det und also auch den dritten enthält, kann, wenn sie nicht aus- 
nahmsweise den Kreis K berührt, diesem gegenüber zwei wesent- 
lich verschiedene Lagen annehmen, indem sie ihn nämlich entweder 
schneidet oder nicht schneidet. Im erstem Falle ergibt sich der Pas- 
caFsche Satz als eine specielle Folgerung aus einem Theoreme, wel- 
ches den Kreis mitder Lehre von den Punktsystemen verbindet. 

Sei AB CD ein dem Kieise K eingeschriebenes Viereck 
mit den gegenüberliegenden Seiten AB und CD, BC xmd DA, 
so wird eine Transversale T, welche K schneidet, drei Punkten- 
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paare enthalten^ a und a', 6 und &', welche aus den zwei Paa- 
ren gegenüberliegender Seiten sich ergeben, und c und c', wel- 
ches dem Ereise angehört; diese drei Punktenpaare befinden 
sich in Involution oder sind drei Punktenpaare eines und des- 
selben Punktsystems. 

Zufolge des Satzes von der Potenz des Kreises hat man: 

1. EA.EB^EC.EB, 

2. ac .ac'=aÄ.aB] 

3. a'I).a'C=a'c.a'c\ 

Man hat ferner in Anwendung des oft benutzten Transversalen- 
satzes (§ 1) unter Bezugnahme auf das Dreieck Eaa' und die 
Transversalen BC und BA: 

4. EC.Ba.a'h=^EB.Ca\ab] 

5. EB.Äa.a'V==EÄ.Ba\aV. 

Durch Multiplication der Gleichungen 1 bis 5 bekommt 

man: 

ac , ac'.a'h , a' 6'= a' c . aV . ah . aV 
oder auch: 

ah ,aV'_a'h .a'V 

ac . ad a' c . a' c' 

Diese Relation ist aber eine von denjenigen, welche nach 
§ 10 zwischen drei Punktenpaaren eines Punktsystems bestehen, 
der oben ausgesprochene Satz ist also bewiesen. Es mag noch 
hinzugefügt werden, dass die Punkte d und d\ in welchen CA 
und BB die Transversale T treffen, ein viertes Punktenpaar des- 
jenigen Punktsystems bilden, dem bereits a und a', h und h\ c und c' 
angehören; dies ergibt sich aus dem Satze, dass die drei Paare 
Gegenseiten eines vollständigen Vierecks von jeder Transver- 
salen in drei Punktenpaaren eines Punktsystems getroffen wer- 
den, welches vollkommen bestimmt ist, sobald man zwei seiner 
Punktenpaare kennt. 

Seien ABGB, A'B'C'B' zwei Vierecke, die einem Kreise 
K eingeschrieben sind, während drei Paar entsprechender Sei- 
ten AB und AB', BC und B'C, CB und CD' sich in drßi 
Punkten aha' einer Geraden T schneiden, welche mit K zwei 
Punkte c und c' gemein hat, so treffen sich auch das vierte 
Paar entsprechender Seiten BA und B'A' in einem Punkte V, 
welcher der Transversalen T angehört. Das Viereck AB CD 
und der Kreis K schneiden nämlich T in drei Punktenpaaren 
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Fig. 81. 




eines Punktsystems, oder auch: die Gerade DA geht durch 
denjenigen Punkt 6', welcher mit h zusammengenommen ein 
Punktenpaar des durch a und a', c und c' bestimmten Punkt- 
systems bildet. Ebenso folgt aus der Lage des Vierecks AB' CD' 
gegenüber dem Kreise K^ dass auch -D'A durch den Punkt V 
gehen muss, der mit 6 zusammengenommen ein Punktenpaar 
des durch a und a', c und c' gegebenen Punktsystems erzeugt. 
Da nun, wenn a und a\ c und c' sowie h gegeben sind, der 
Punkt V vollkommen eindeutig bestimmt ist, so schneiden sich 
in der That DA und D'A' in einem Punkte von T, 

- Der PascaFsche Satz ergibt sich jetzt wie folgt: Das 
Sechseck ABCDEF kann man durch die Diagonale BE in 

Fig. 82. - 
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die beiden Vierecke BCDE und ABEF theilen, welche beide 
dem Kreise K eingeschrieben sind, auf dessen Peripherie die 
Ecken des einfachen Sechsecks sich befinden. Werden DE 
und AB, BG und EF, CD und FA, EB und EB als ent^ 
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sprechende Seiten, in den beideA Vierecken aufgefasst, so ergibt 
sich als Durchschnitt von -BCund EF der Punkt Qy als Durch- 
schnitt von CD und FÄ der Punkt iJ, während, da, BF sich 
selbst deckt; jeder Punkt dieser Geraden als Durchschnitt des 
Seitenpaares EB und EB angesehen werden kann. Wählt man 
als solchen den Punkt S, in welchem die Geraden QR und FB 
sich schneiden, so findet man, dass von den Schnittpunkten 
entsprechender Seiten der beiden oben genannten Vierecke drei, 
nämlich QRS ia einer Geraden liegen. Nach dem vorhin be- 
wiesenen Satze liegt also auch der Schnittpunkt P des vierten 
Paares entsprechender Seiten in derselben Geraden. Daraus 
folgt für das Sechseck AB CD FF der Satz, dass die Schnitt- 
punkte PQR seiner drei Paare gegenüberliegenden Seiten in 
einer Geraden liegen, womit der PascaVsche Satz bewiesen ist, 
freilich mit einer bereits angegebenen Einschränkung. 

Aus dem PascaFschen Satze folgt durch Polarisation in Bezug 
auf den Kreis der Brianchon'sche Satz: Sind die Seiten eines 
einfachen Sechsecks zugleich Tangenten eines Kreises, so 
schneiden sich seine Hauptdiagonalen in einem und demselben 
Pimkte. Sei ABCDFF ein solches Sechseck, in welchem 
A und 2), B und jEJ, C und F gegenüberliegende Ecken sind 

und welches dem Kreise 
K umschrieben sein mag. 
Durch Polarisation (§ 19) in 
Bezug auf K verwandelt 
sich jede Seite des Sechs- 
ecks in ihren Berührungs- 
punkt, das einfache um- 
^schriebene Sechseck in ein 
eingeschriebenes. Den ge- 
genüberliegenden Ecken des 
umschriebenen Sechsecks 
entsprechen die gegenüber- 
liegenden Seiten des ein- 
geschriebenen; den Haupt- 
diagonalen ( Verbindungs- 
geraden zweier gegenüberliegenden Ecken) des ersteren ge- 
hören als Pole die Durchschnittspunkte der gegenüberliegen- 
den Seiten des zweiten zu. Nach dem PascaVschen Satze lie- 
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gen diese in einer Geraden^ also schneiden sich ihre Polaren, 
die drei Hauptdiagonalen des dem Ereis^ umschriebenen Sechs- 
ecks in einem Punkte. 

Der Pascal'sche und der Brianchon'sche Satz geben zu man- 
nichfachen Specialfällen Veranlassung; von diesen soll nur ein 
einziger hervorgehoben werden. Lässt man in einem dem 
Kreise eingeschriebenen Sechsecke ABCDJEF resp. die Ecken 
A und B, G und Z), E\m.d. F zusammenfallen, so ergibt sich 
in Anwendung des Pascal'schen Satzes, dass in einem Dreieck 
die Schnittpunkte der Seiten mit den Tangenten in den gegen- 
überliegenden Ecken an den umschriebenen Kreis in einer Ge- 
raden liegen. Die analoge Specialisirung des Brianchon'schen 
SatzBs lautet: Verbindet man die Ecken eines Dreiecks mit 
den Punkten, in welchen die gegenüberliegenden Seiten von 
dem dem Dreiecke eingeschriebenen Kreise berührt werden, 
durch Gerade, so schneiden sich dieselben in einem Puiikte. 
Qji den §§ 1 und 2 sind übrigens diese beiden Particularfälle 
bemts bewiesen worden.) 

§ 24. 
Bas BerühruBfsprobleni der Kreise. 

Bei praktischen Gonstructionen, die man auszuführen hat, 
kommt es häufig vor, dass ein Ereis nicht durch den Mittel- 
punkt und den Kadius oder durch drei Punkte gegeben ist, 
sondern dass man nur eine nothwendige und hinreichende An- 
zsJil von Bedingungen kennt, , denen er genügen soll; es han- 
delt sich daun. darum, den so bestimmten Kreis oder, wenn 
die Aufgabe mehrere Lösungen zulässt, die beschränkte Anzahl 
der so bestimmten Kreise wirklich zu construiren. Aus der 
grossen Reihe derartiger Aufgaben soll hier die eine behandelt 
werden: Einen Kreis zu finden, der drei gegebene Kreise be- 
rührt. — Wenn man beachtet, dass eine Gerade sowohl als 
ein Punkt specielle Fälle des Kreises sind, die entstehen, indem 
man den Badius das eine Mal /inendlich gross, das andere Mal 
unendlich klein werden lässt, so folgt, dass in dieser Aufgabe 
eine Anzahl speciellerer Aufgaben enthalten sind. 

Um einen Ueberblick der Lösungen des allgemeineren 
Problems zu gewinnen, setze man zujiächst voraus, dass die 
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drei gegebenen Kreise M^ M^ M^ ausser einander liegen. Es 
sind dann folgende Fälle moglicli: 

1. der gesuchte Kreis m schliesst alle drei Kreise Jf^ jäfg Jlfg aus 
oder 

2. „ „ „ m „ „ „ „ M^M^M^ein, 

3. „ „ „ m „ M^ aus, -Bfg und M^ ein 
oder 

4. „ „ „ m „ Jlfj ein, M^ und M^ aus, 

5. „ „ „ w „ M^ aus, Jfg und M^ ein 
oder 

6. „ „ „ m „ iüfg ein, Jfg und M^ aus, 

7. „ „ „ w „ Jfj aus, Jlfi und M^ ein 
oder 

8. „ „ „ m „ jjfg ein, Jfj und M^ aus. 

Es können also acht Kreise gefunden werden, welche alle die 
gegebenen drei Kreise berühren. Diese acht Kreise zerfallen in 
vier Gruppen zu je zweien, wie schon durch das obige Schema 
angedeutet ist; übrigens wird sich die Zusammengehörigkeit je 
zweier mit einander verbundenen Kreise auch durch die Con- 
struction ergeben. 

Will man den Kreis w finden, welcher M^M^M^ berührt 
und sie ausschliesst, po kann man wie folgt vorgehen: Die 
Bezeichnung der Kreise diene (wie bereits in den früheren Pa- 
ragraphen mehrfach angenommen "wurde) zugleich als Benennung 
der Mittelpunkte, femer seien r, i?i, R^y B^ die Eadien resp. 
von m, Jtfi, M^y Jlfg, wobei vorausgesetzt, dass Jf^ der grösste, 
Jfg der mittlere, M^ der kleinste der drei Kreise sei. (Der 
Fall, wo zwei oder drei gleich grosse Kreise gegeben sind, 
bietet keine Schwierigkeiten, sondern vielmehr Erleichterungen.) 

Wird die Aufgabe bereits als gelöst betrachtet, so kann 
man einen Kreis-Jlf mit dem Mittelpunkte mconstruiren, dessen 
Radius gleich r+B^ ist; derselbe geht durch Jfg und berührt 
ausschliessend die Kreise, welche resp. M^ und M^ zu Mittel- 
punkten und Bj^ — B^ und B^—Jl^ zu Radien haben. Wenn 
man umgekehrt einen Kreis construirt, welcher durch M^ geht 
und die Kreise mit den Mittelpunkten M^ , ilfg und den Radien 
JB^ — I?3, B2 — B^ ausschliessend berührt, so hat man nur einen 
ihm concentrischen Kreis, dessen Radius um B^ kleiner ist, zu 
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Fig. 84. 




verzeichnen, um sofort den gesuchten Ereis m zu haben. Die ge- 
suchte Aufgabe ist also darauf zurückgekehrt, einen Kreis M zu fin- 
den, welcher durch einen Punkt M^ geht und zwei Kreise M^ und Jfg 
(resp. von den Radien JB^ — JB3, B^ — üg) ausschliessend berührt. 

Seien B^ und B2 die Berührungspunkte des gesuchten Krei- 
ses mit den Kreisen M, und M,, so muss nach einem früher 

Fig. 85. 



Jm.^-' 



'^—--^^ 







-~~}A 



150 Kreiß und EugeL 

bewiesenen Satze (§ 17) die Verbindungsgerade B^B^ durch 
den äusseren AehnKchkeitspunkt Ä von M^^ und M^ gehen. 
Wenn man also mit Tg den zweiten Schnittpunkt der Geraden 
B^B^ mit dem Kreise Jtfg bezeichnet, so sind die Radien M^^B^ 
und Jfg 2^2 parallel. Heissen die inneren Schnittpuukte der Ereise 
M^ und Jfg mit ihrer Centralen S^ und S^^ so kann man fol- 
gende Relationen aufstellen, wenn man die Winkel um M^ 
herum in der durch die Figur gegebenen Weise mit a, ß, y 
bezeichnet : 

und da die drei Winkel bei B^ zusammen 180** betragen: 



Da femer 



<); SsB^Bi = ^ + ^. 



M,S,B, = 900-^, 



80 ist 

<X5,SiS, = 90<' + | 

und demzufolge ist in dem Viereck JB^/Si/Sa-^a ^^^ Summe der 
gegenüberliegenden Winkel bei S^ und B^ gleich 

Es ist aber a + ß + y = 180% so dass auch S^ + B^^im^ ist, 
d. h. die vier Punkte liegen in einem Kreise K^. 

Neben den Kreisen Jf^ und Jfo sind zwei andere Kreise 
M und Kl in die Betrachtung aufgenommen worden, welche 
unbekannt sind. Zu ihnen soll noch ein dritter hinzugefügt 
werden. Es schneidet nämlich die Gerade M^Ä den Kreis 
ausser in M^ in einem zweiten, noch unbekannten Punkte Sy 
welcher mit M^S^S2 einer und derselben Kr- .^nnie JTg angehört. 
In der That ist, weil B^Sj^S2B2 auf K^ liegen: 

ÄS^.ÄSi^^ÄB^.AB^] 
weil femer M^B^B^S auf M liegen, so ist 

AB^.AB^^-AM^.AS', 
daraus folgt, dass 



YEE. Anwendungen. 



151 



und diese Gleichung zeigt an, dass M^S^S^S einem und dem- 
selben Kreise angehören. Construirt man also den Kreis, wel- 
cher M^S^S^ enthält; so schneidet derselbe die Gerade ÄM^ 
ausser in M^ noch in einem Punkte S des gesuchten Kreises M. 
Dieser letztere Schluss würde sich auch wie folgt ergeben: Die 
drei Potenzlinien der Kreise M, K^ und K^ (welch letzterer 
durch die Punkte Jfg^^^s gehen soll, schneiden sich in einem 
und demselben Punkte. Die Potenzlinie von M und K^ ist 
B^B^y die Potenzlinie von K\ und K^ ist S^S^] beide schneiden 
sich in A, durch welchen Punkt demnach auch die Potenzlinie 
von M und K^ gehen muss. Aber diese Potenzlinie geht durch 
Jlfg, ist also M^A und auf ihr müssen sich M und K^ ausser 
in Jfj noch einmal treflfen, wie sich bereits vorhin ergeben 
hatte. 

Nachdem S gefunden ist, muss nun der Kreis M so be- 
stimmt werden, dass er durch M^ und S geht und die Kreise 
M^ und M^ ausschliessend berührt. Es ist also zuvörderst dafür 
Sorge zu tragen, dass er M^ und S enthält und einen der 
Kreise, z. B. Jf^ berührt. 

Zu dem gegebenen Kreise M^ und dem gesuchten M nehme 
man noch einen dritten M\ welcher die Punkte M^ und 8 ent- 
hält und den Kreis Jf^ schnei- Pig 8Q^ 
det, sonst aber ganz willkür- 
lich sein kann; die Schnitt- 
punkte von M^ und M' seien 
s^ und Äg. Es werden sich 
jetzt die Potenzlinien der 
Kreise Jfef , M' und M^ in 
einem und demselben Punkte 
schneiden und zwar in dem 
Punkte P, welchen die Ge- 
raden s^ $2 und Mq8 gemein 
haben, denn-Ä^Sg ist die Po- 

tisnzlinie von M' und M^, -^rüT -^ /s 

ebenso Mo 8 die Potenzlinie * ^^ ^^ 

von M und M\ Durch den --^~ _ _ - - 

Punkt P geht auch die Potenzlinie der sich berührenden Kreise 
M und M^ , welche deren gemeinschaftliche Tangente ist. Zieht 
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man also von P aus eine Tangente an Jf^, welche den Berüh- 
rungspunkt B haben möge, so ist M^SB ein Kreis, welcher 
durch Jfg und 8 geht und den Kreis M^ berührt. Da von 
P aus zwei Tangenten an M^ gehen, so erhält man zwei der- 
artige Kreise, von denen aber nur einer der Bedingung Genüge 
leistet, dass er gleichzeitig M^ und M^ ausschliessend berührt, 
und dieser ist der gesuchte Kreis M\ ein mit ihm concentri- 
scher Kreis, dessen Badius um iJg kleiner ist, wird endlich der 
Kreis m sein, welcher die Kreise Jf^, Jlfg, Jfg so berührt, dass 
er sie alle drei ausschliesst. 

Für die sieben anderen Kreise, welche die im Anfange 
dieses Paragraphen aufgestellte Tabelle gibt, gelten ganz ähn- 
liche Constructionen, deren weitere Ausführung um so weniger 
von Interesse ist, als neben der eben gegebenen Lösung der 
Aufgabe, welche dieselbe auf immer einfachere Aufgaben zurück- 
führt, noch eine andere abgeleitet werden soll, die ohne diese 
Reductionen zum Ziele gelangt. 

Seien wiederum M^ M^ M^ die drei gegebenen Eieise, so 
sollen dieselben untersucht werden in Bezug auf ihr Verhalten 
gegenüber den Kreisen ft und ft', von denen jeder die drei ge- 
gebenen berührt, wahrend der erste sie alle drei ausschliesst, 
der zweite sie einschliesst. Die Berührungspunkte auf yb mögen 
resp. mit 6^, Jg; ^3; ^^^ Berührungspunkte auf fi' mit V^y V^, i\ 
bezeichnet werden. 

Man zeigt zunächst, dass die drei Geraden hib\, h^h\y b^h\ 
sich in einem und demselben Punkte P schneiden, welcher der 
Punkt gleicher Potenzen für die Kreise iHf^ M^ M^ ist. In der 
That berührt M^ die Kreise ft imd ft' imgleichartig, demzufolge 
geht die Berührungssehne ft^feg nach einem mehrfach angewandten 
Satze durch den inneren Aehnlichkeitspunkt der Kreise ft und fi'. 
Dieselben Gründe beweisen, dass auch die Geraden h^b'^ und l^h'^ 
durch denselben Punkt gehen und es ist also nur noch abzuleiten, 
dass der innere Aehnlichkeitspunkt der unbekannten Kreise ft und 
ft' zugleich Potenzpunkt der gegebenen Kreis M^ M^ M^ ist. Nennt 
man die zweiten Durchschnittspunkte der Geraden \h\y \h\y 
ftgfe'g mit dem Kreise ft resp. 5^, s^y Sg, so ergibt sich aus der 
Fundamentaleigenschaft des Aehnlichkeitspunktes zweier Kreise 
unmittelbar : 
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Die beiden letzten Glieder auf beiden Seiten dieser Pro- 
portion ergeben die Gleichung 

1. Pb^.Ps^^PV^.Ps^. 

Femer ist nach der Potenzeigenschaft des Kreises auch 

2. P\.Ps^=:^P\.Ps^, 
also durch Multiplication von 1. und 2.: 

3. PK,Ph\==PK.Pl\. 



'2 



3' 



Ganz analog ergibt sich, dass auch Ph^ . Ph\ jedem der in der 
Gleichung 3. enthaltenen Producte gleich ist, d. h. der Punkt P 
erzeugt gleiche Potenz nach den Kreisen M^^ M^y M^, er ist 
also ihr Potenzpunkt. 
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Da P6, . Ph\ = Ph^ . Fh\ ist, so liegen die vier Punkte 
\ &3 V^ i's ii^ einem Kreise. Bezeichnet man also mit Ä^ den 
Schnittpunkt von 6263 und b\b\y so ist 

Das erste dieser Producte ist die Potenz des Punktes A^ nach 
dem Kreise ^, das zweite die Potenz von Ä^ nach (i, also liegt 
Äj^ auf der Potenzlinie der beiden gesuchten Kreise ft und ft'. 
Dasselbe kann auch von dem Schnittpunkte A^ der Geraden 
63 &i und b\ b\j sowie von dem Schnittpunkte Ä^ der Geraden 
6162 ^^^ ^'1^2 bewiesen werden. Es liegen also die drei Punkte 
Äj^A^A^ in einer Geraden, der Potenzlinie der gesuchten Kreise 
(i und ^\ 

Dass Aj^A^A^ in einer Geraden liegen, kann noch auf einem 
anderen Wege abgeleitet werden: Der Kreis ft berührt die 
Kreise M^ und M^ gleichartig, also geht die Berührungssehne 
&2&3 durch ihren äusseren Aehnlichkeitspunkt; auch der Kreis (i 
steht in gleichartiger Berührung mit M2 und M^, es geht dem- 
nach die Berührungssehne ('2 ^'3 ebenfalls durch ihren äusseren 
Aehnlichkeitspunkt. Daraus folgt: Der Schnittpunkt A^ der 
Geraden b^b^ und £'2^8 ^^^ ^^^ äussere Aehnlichkeitspunkt der 
Kreise M2 und M^ ' In ganz gleicher Weise zeigt man, dass 
A2 der äussere Aehnlichkeitspunkt von M^ und Jf^, femer A^ 
der äussere Aehnlichkeitspunkt von Jf^ und M^ ist, d. h. ^^, ^, 
A^ liegen in einer Geraden der äusseren Aehnlichkeitsaxe der 
Kreise M^M^My (§ 17.) 

Die Tangenten in b^ und b\ an M^ mögen sich in einem 
Punkte p\ schneiden, dann sind die Strecken p\ b^ und p\ b\ 
gleich lang. Die Strecke p\bi ist zugleich eine Tangente an ft, 
die Strecke p\b\ eine Tangente an ft', also liegt p\ auf der 
Linie gleicher Tangenten (§ 14) oder auf der Potenzlinie der 
Kreise ftft'. Wenn^j der Schnittpunkt der in b^ und b\ an M^ 
gelegten Tangenten ist, ferner p\ den Schnittpunkt der in 
&3 und Vq an M^ gelegten Tangenten bezeichnet, so müssen 
nach dem eben Entwickelten die Punkte p\p\p\ auf der Ge- 
raden A^A^A^ liegen. 

Die Gerade b^b\ ist die Polare des Punktes p\ in Bezug 
auf den Kreis üf^; da p\ auf der Geraden A^A^A^ li^; so 
wird der Pol p\ dieser letzteren nach M^ genommen auf \b\ 
liegen müssen, oder b^b\ wird durch den Pol p^ der Geraden 
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Ä^A^Äq gehen. Ebenso geht b^V^ durch den Folp^ von A^A^A^ 
in Bezug auf den Kreis M^ und h^l>\ geht durch den Pol jpg 
von A^A^A^ in Bezug auf den Kreis M^, 

Die abgeleiteten Beziehungen der gesuchten Kreise ft und yj 
zu den gegebenen Kreisen M^ M^ M^ ergeben nun folgende Con- 
struction der ersteren : Man construire die Axe A^ A^ A^ der 
äusseren Aehnlichkeitspunkte. der Kreise M^M^M^y sowie den 
Potenzpunkt P dieser drei Kreise. Im Femeren bestimme man 
die Pole PiP^p^ der geraden Linie A^A^A^ in Bezug auf die 
Kreise M^M^M^^ so schneidet die Gerade Fp^ auf JIT^ die 
Punkte \ und h\ aus, während die Geraden Pp^ und Ppg auf 
den Kreisen M^ und M^ resp. die Punkte h^ und ft'g, 6g und h\ 
ergeben. Sowohl von fi als von yJ kennt man jetzt drei Punkte, 
so dass die beiden Kreise leicht zu construiren sind, namentlich 
wenn man bedenkt, dass ihre Mittelpunkte sich sofort ergeben, 
wenn die Mittelpunkte der Kreise M^M^M^ vorliegen. 

Um das Problem, sämmtliche Kreise zu finden, welche drei 
gegebene Kreise berühren, vollständig zu erledigen, hat man 
nur au Stelle der Aehnlichkeitsaxe A^A^Aq die drei anderen 
Aehnlichkeitsaxen, zu welchen (nach § 17) M^M^M^ noch Ver- 
anlassung geben, zu setzen, so ergibt jede derselben zwei der 
Kreise, und zwar zwei solche, die eine der vier Gruppen bilden, 
wie sie im Anfange dieses Paragraphen gegeben worden sind. 

Die mannichfaltigen speciellen Fälle dieser Aufgabe sollen 
nicht erörtert werden, hingegen sei schliesslich noch darauf 
hingewiesen, dass unter umständen eine Anzahl der acht Lö- 
sungen illusorisch werden kann, was sich dadurch anzeigt, dass 
die Geraden Pp^, P^^; PPs ^^^^ ^^® ihnen für die übrigen 
Aehnlichkeitsaxen entsprechenden Geraden keine Schnittpunkte 
mit den Kreisen Jf^JlfjJlfg gemein haben. Würde z. B. der 
Kreis M^ den Kreis Jfg und dieser den Kreis JMg ganz ein- 
schliessen, so würde man, wie der unmittelbare Anblick lehrt, 
keine wirkliche Lösung finden können. 

•§ 35. 
Das Berühmnggproblem der Engeln. 

Die Aufgabe, eine Kugel zu finden, welche vier gegebene 
Kugeln berührt, kann ganz analog behandelt werden ^ wie die 
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Aufgabe^ die im vorigen Paragraphen gelost worden ist. Um 
die Anzahl der möglichen Lösungen zu finden, wählt man zu- 
nächst vier Kugeln Mj^M^M^M^, die alle ausser einander liegen. 
Die gesuchte Kugel ft, welche die vier gegebenen berührt, kann 
dann folgende verschiedene Lagen haben: 

1. ft schliesst alle vier Kugeln aus. 

2. (i schliesst alle vier Kugeln ein. 

3. (i schliesst drei Kugeln aus und eine Kugel ein. 

4. (i schliesst drei Kugeln ein und eine Kugel aus. 

5. ft schliesst zwei Kugeln aus und zwei Kugeln ein. 
Die beiden ersten Fälle 1. und 2. sind conjugirt; der Fall 3. 

gibt vier verschiedene Anordnungen der gegebenen Kugeln und 
zu jeder derselben gehört eine entsprechende Anordnung aus 4. ; 
der Fall 5. gibt sechs Anordnungen, die sich zu zweien ent- 
sprechen, so dass also im Ganzen sechszehn Lösungen zum 
Vorschein kommen, von denen acht Mal zwei zugehörige sind. 

Man könnte nun jede der beiden Constructionen, welche im 
vorigen Paragraphen für den Berührungskreis dreier Kreise 
gegeben worden sind, in den Raum übertragen und behandeln; 
um Weitläufigkeiten zu vermeiden, soll aber die erste derselben, 
welche das Problem successive auf immer einfachere Probleme 
reducirt, übergangen und nur die zweite Lösung in einer Weise 
ausgedehnt werden, welche die verlangte Construction im Räume 
liefert. Auch hier sollen nur die beiden Kugeln bestimmt wer- 
den, die den Fällen 1. und 2. entsprechen, die anderen Fälle 
lassen ganz ähnliche Lösungen zu, wenn sie überhaupt möglich 
sind, was, wie übrigens schon bei den ersten zu untersuchen- 
den, noch von der gegenseitigen Lage der Kugeln M^M^M^M^ 
abhängt. Man wird im weiteren Verlaufe dieses Paragraphen 
leicht erkennen, dass die Construction selbst diese Möglichkeit 
oder Unmöglichkeit der Lösungen controlirt. 

Neben der Kugel ft, welche alle vier gegebenen Kugeln 
berührt und sie ausschliesst, betrachte man zunächst von diesen 
vier Kugeln M^M^M^M^ und ihren resp. Berührungspankten 

6162 ^3 ^4 ^^f I* ^^^ ^^®^ ersten Kugeln und deren Berührungs- 
punkte. Da zwischen den Aehnlfthkeitspunkten dreier Kugeln 
(§ 17) dieselben Beziehungen bestehen, wie zwischen den Aehn- 
lichkeitspunkten dreier Kreise, so kann man leicht schliessen, 
dass die Gerade \ i^ durch den äusseren Aehnlichkeitspunkt A^ 
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der Kugeln M^ und M^ geht; es ergibt sich dies nämlich dar- 
aus, dass die Kugel ^ die Kugeln. M^ und M^ gleichartig be- • 
rührt. Aus demselben Grunde muss h^\ durch den äusseren 
Aehnlichkeitspunkt J.2 der Kugeln M^ und M^ und W durch 
den äusseren Aehnlichkeitspunkt A^ der Kugeln M^ und M^ 
gehen. Es schneiden sich also die Ebene der Berührungspunkte 
fe^ftg^s ^^d d^® Ebene der Mittelpunkte der Kugeln M^M^M^ 
in der Axe der äusseren Aehnlichkeitspunkte dieser Kugeln. 

Pie Ebene \W schneidet aus jeder der Kugeln M^M^M^^ 
einen Kreis aus, welche Kreise ebenfalls mit JfiJfgiligftbezieichnet 
werden sollen; sie stehen in der Beziehung zu einander, dass 
der Kreis ft die drei anderen so berührt, dass er sie ausschliesst; 
man kann sie also geradezu als durch die Fig. 87 gegeben be- 
trachten und auf sie die im vorigen Paragraphen entwickelten 
Sätze anwenden. Es wird z. B. der Punkt 6^ auf der Geraden 
liegen müssen, welcher den Potenzpunkt P der drei Kreise 
M^M^M^ mit dem Polej^i der Geraden A^A^A^ verbindet. Nun 
ist freilich keiner der Punkte P und Pi' gegeben, da die Ebene 
6^62^3 uoch nicht bestimmt ist; aber immerhin kann über die- 
selben Folgendes festgesetzt werden: Da P Potenzpunkt der 
Kreise M^M^^M^ ist, so erzeugt er auch gleiche Potenz nach 
den drei gleichbenannten Kugeln, liegt also auf deren Potenz- 
geraden, die bekanntlich senkrecht steht auf derjenigen Ebene, 
welche die Mittelpunkte der Kugeln enthält. Was 'p^ anbetriflFfc, 
so ist dieser Punkt der Pol der Geraden J^ -lg J.3 in Bezug auf 
den Kreis M^y welcher der Kugel M^ angehört und liegt des- 
halb (§ 20) auf der reciproken Polaren von A^A^A^ in Bezug . 
auf die Kugel M^ ; dass diese reciproke Polare ebenfalls auf der 
Centralebene der Kugeln M^M^M^ senkrecht steht, ist leicht 
zu zeigen. Wie also auch die Kugel /x die drei Kugeln M^M^M^ 
ausschliessend berühren mag, so muss immer der Punkt 6^, in 
welchem sie M^ berührt, in der Ebene enthalten sein, welche 
die Potenzlinie von M.^ M^ M^ verbindet, mit der reciproken 
Polaren von Aj^A^A^ in Bezug auf M^. 

In ganz derselben Weise zeigt man, dass, wenn man an 
Stelle von M^ die Kugel M^^ in die Betrachtung einführt, dann 
der Berührungspunkt h^ in derjenigen Ebene liegt, welche die 
Potenzgerade der Kugeln M^M^M^ verbindet mit der recipro- 
ken Polaren der äusseren Aehnlichkeitsaxe dieser Kugeln in 
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Bezug auf die Kugel M^. Man weiss alsO; dass b^ aiif zwei 
T^rschiedenen Ebenen^ also in deren Durchschnittsgeraden lie- 
gen miu»^ femer ist der gesuchte Punkt auf der Kugel M^ 
gelegen, demnach ist er einer ihrer Schnittpunkte mit der ge- 
nannten Geraden. 

Man kann die Gerade , auf wddier b^ liegen muss, in etwas 
eleganterer Weise bestimmen, wenn man bedenkt, dass nach 
§ 15 die Potenzgeraden der Kugeln M^M^M^ imd M^M^M^ 
sich in dem Potenzpunkte 77 der Kugeln M^^M^^s^i »dwißi- 
den, und dass ferner die Axen der äusseren Aehnlichkeitspunkie 
dn^itheils der Kugeln M^M^M^ und sindemtheils der Kugeln 
M^M^M^ in der Ebene Ä liegen, welche die sechs äusseren 
Aehnlichkeitspunkte der Kugeln M^M^M^M^ entiialt. Es er- 
gibt sich nämlich aus dem letzteren, dass die redproken Po- 
laren der Aehnlichkeitsaxen sich in dem Pole tCj^ der Ebene A 
in Bezug auf die Kugel M^ schneiden müssen, d. h. die Ge- 
rade 77 sr^ enthält den gesuchten Berührungspunkt b^. 

In vollkommener Analogie zu den Resultaten des vorigen 
Paragraphen ergibt sich also nachfolgende Lösung der gestell- 
ten Aufgabe, eine Kugel zu finden, welche vier gegebene Ku- 
geln berührt: Man bestimme den Potenzpunkt P der Kugeln, 
femer die Ebene Ä ihrer äusseren Aehnlichkeitspunkte, dann 
die Pole ä^, sr^, Jt^y tc^ dieser Ebene in Bezug auf die vier 
Kugeln, so ergibt die Gerade Fjt^ auf -Zlf^ zwei Punkte b^ und 
6'i, ebenso erhält man auf M2MqM^ Punktenpaare 6, und ft'g, 
63 und ft'g, 64 und 6'^, so dass 6^, 62; ^3? K ®^® Kugel ft be- 
stimmen, welche die vier gegebenen Kugeln ausschliessend be- 
rührt, während b\b\b\b\ auf einer Kugel ft' liegen, welche die 
vier gegebenen Kugeln berührt und sie einschliesst. Welche 
Ebenen an Stelle von Ä gesetzt werden müssen, damit die 
übrigen vierzehn Lösungen zum Vorschein kommen, kann man 
dem § 17 entnehmen. 
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Fig. 88. 



Achtes EapiteL 

Das Princip der reciproken Radien. 

§26. 

Grundbegriffe. Yerwandlnng des Kreises nnd der Kugel. 

Wenn in der Ebene ein Kreis K mit dem Mittelpunkte M 
gegeben ist; so kann man zu jedem Punkte p in der Ebene 
die Polare P in Bezug auf 
K construiren und deren 
Durchschnitt jp' mit der Ge- 
raden bestimmen ; welche 
p mit M verbindet Zwei 
solche Punkte wie j) und 
p sollen zugeordnete oder 
reciproke Punkte in Bezug 
auf K heissen. Der Punkt 
M wird das Transforma- 
tionscentrum ^ der Ereis K 
der Transformationskreis 
und das Quadrat r^ seines Badius r die Transformationspotensi^ 
genajmt. 

Vermittelst dieser letztem und des Punktes M kann man 
zu p den entsprechenden p' finden ^ indem man die Gerade Mp 
zieht und auf derselben von M aus in der Richtimg des Punk- 

tes p die Strecke -^r^ abträgt; es ist dann deren zweiter End- 
punkt der gesuchte Punkt p\ denn in der That ergeben die 
harmonischen Eigenschaften des Kreises für zwei entsprechende 
Punkte p und p' die Relation Mp . Mp' = r^. Es ergibt sich dar- 
aus sofort, dass ein Punkt auf JE" mit seinem reciproken zusam- 
menfällt; ferner entsprechen den sämmtlichen Punkten im Innern 
des Transformationskreises die sämmtlichen Punkte ausserhalb 
desselben und umgekehrt. 

Im Allgemeinen gehört zu jedem beliebigen Punkte p stets 
ein und nur ein Punkt p'j welchem umgekehrt wiederum der 
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Punkt p zugeordnet ist. Eine Ausnahme macht der Punkt M, 
denn ihm entspricht, da für ihn die Eichtung Jf jt> unbestimmt 
wird, jeder beliebige Punkt im Unendlichen, während jedem 
Punkte, der im Unendlichen liegt, der Punkt Jfcf zugeordnet ist. 
Will man also dem im Allgemeinen richtigen Satze, dass nach 
der aufgestellten Beziehung zwischen den Punktenpaaren p und^ 
zu irgend einem Punkte p der Ebene stets ein und nur ein 
Punkt p' gehöre, nicht eine Ausnahme beifügen, für den Fall, 
dass p im Unendlichen liegt, so muss man annehmen, dass vom 
Gesichtspunkte der Beziehung aus die sämmtlichen unendlich 
entfernten Punkte der Ebene so angesehen werden können und 
müssen, als ob sie sich in einer einzigen vereinigten, den un- 
endlich entfernten Punkt der Ebene, was im Wider- 
spruch steht mit dem Begriffe der unendlich entfernten Geraden 
der Ebene. Es zeigt dies, dass man sich also jedesmal bei 
Einführung derartiger Begriffe genau darüber klar sein muss, 
unter welchen Bedingungen dieselben ihre Giltigkeit haben. 

Wenn man irgend eine Figur in der Ebene als aus Punk- 
ten bestehend betrachtet, so kann man zu jedem Punkte der- 
selben den zugeordneten bestimmen und alle diese zugeordneten 
Punkte bilden eine neue Figur, die zu der ersten in mannich- 
fachen Beziehungen steht und oft Mittel an die Hand gibt, 
geometrische Wahrheiten zu entdecken, welche auf anderem 
Wege nur schwer zu erkennen wären. Die bezeichnete Methode, 
von welcher im Nachfolgenden mehrere Anwendungen gemacht 
werden sollen, heisst dasPrincip der reciproken Radien. 

Sind zwei Punkte A und B mit ihren transformirten A' 
und JB' gegeben, so ergibt sich sofort aus der Relation 

MA . MA':=r^^MB . MB', 



Fig. 89. 




dass die vier Punkte ABA'B' 

auf einem Kreise Tc liegen. Die 

A^ Potenz des Punktes M in Be- 

''x zug auf diesen Kreis ist gleich 

\ r^y d. h. die Tangente von ihm 

I an h ist gleich dem Radius des 

^■"-^ 7^ Transformationskreises , also 

y^ schneiden sich h und K un- 

' ''" ter rechten Winkeln. 
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Da ein Punkt p und sein entsprechender p' stets mit dem 
Transformationscentrum M in gerader Linie liegen, so werden 
zu den sämmtlichen Punkten einer durch M gehenden Geraden G 
wiederum die Punkte derselben Geraden gehören, und zwar bil- 
den je zwei reciproke Punkte jp und p' ein Punktenpaar, eines 
Punktsystems, dessen Doppelpunkte die Schnittpunkte von 6rund JE" 
sind und dessen Potenz gleich der Transformationspotenz ist. 

Die Entfernung des Punktes p' von M ist einzig und allein 
abhängig von der Entfernung des Punktes p von M, Bleibt 
also die letztere constant, d. h. bewegt sich p in einen mit K 
concentrischen Kreise ife, so beschreibt auch p' einem mit K 
und Tc concentrischen Kreis Ä'. Liegt Tc ausserhalb JST, so schliesst 
K den Kreis, Ä' ein und umgekehrt; je mehr der Radius von h 
zunimmt, desto kleiner wird der Kxeis h'. Fällt Tc mit K zu- 
sammen, so vereinigt er sich auch mit Ä'; wächst Tc über alle 
Grenzen, so reducirt sich schliesslich Tc' auf den Punkt M. 

Es soll die transformirte Figur zu einer beliebig in der 
Ebene gegebenen Geraden G gefunden werden. Zu dem Ende 



Fig. 90. 
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construire man zu einem will- 
kürlich auf G gewählten Punkte 
p den entsprechenden jp', indem 
man den Durchschnitt von pM 
mit der Polaren P des Punktes 
p in Bezug auf den Transfor- 
mationskreis aufsucht. Wie man 
aber p auf G wählen möge, so 
wird stets P durch den Pol y' 
von G nach K gehen müssen 
und stets wird P senkrecht ste- 
hen auf dem zugehörigen Strahl 
pM, d.h. der Winkel //üf ist 
* für jeden Punkt p' ein Rechter. 
Sobald aber G und der Trans- 
formationskreis gegeben sind, so 
sind auch die Punkte y und M 
fixirt, woraus folgt, dass der Ort von p' ein Kreis über dem 
Durchmesser JMLy ist. Sei D der Abstand der Geraden von 3f, 

so ist sein Radius B = ^^. Die Transformationsfigur einer Ge- 
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radeu nach dem Princip der redproken Radien ist also ein 
Kreis , welcher das Transformationscentrum enthält. Umgekehrt 
wird jeder durch M gehende Kreis in eine Gerade verwandelt. 

Es sei noch bemerkt, dass, wenn G ganz ausserhalb des 
Transformationskreises liegt, dann der ihr zugehörige Kreis h 
ganz innerhalb K liegen muss. Wenn femer G und K sich 
berühren, so werden sie in demselben Punkte auch von Tc be- 
rührt, und wenn schliesslich G und K sich schneiden, so geht 
auch Tc durch ihre Schnittpunkte. 

Wenn zwei Gerade G und 6r' sich in einem Punkte s unter 
einem Winkel a schneiden, so thun dies auch die ihnen reci- 
proken Kreise k und äj' in dem reciproken Punkte s von s. 
Zum Beweise ist zu beachten, dass nach Fig. 90 die Tangente 
in ilf an A; parallel zu G ist; ebenso muss die Tangente in M 
an &' zu 6r' parallel sein, also begegnen sich Tc und V im 
Punkte M unter dem Winkel a. Zwei Kreise bilden aber in 
einem ihrer Schnittpunkte eben denselben Winkel wie im an- 
deren, demnach schneiden sich Tz und h' auch im Punkte 5' un- 
ter dem Winkel a. — Hierbei ist angenommen worden, dass 
man als den Winkel zweier Kreise denjenigen bezeichne, wel- 
chen die Tangenten in einem ihrer Schnittpunkte einschliessen. 
Diese Definition kann noch verallgemeinert werden, indem man 
sagt : Zwei stetig verlaufende krumme Linien schneiden sich in 
einem Punkte s unter dem Winkel a, insofern die an diese 
Curven in s zu legenden Tangenten den Winkel a miteinander 
einschliessen. Darausfolgt, dass die entsprechenden Winkel zweier 
beliebiger Figuren, von denen die eine nach dem Principe der reci- 
proken Radien aus Her andern abgeleitet worden ist, gleich sind. 

Sei Tc ein Kreis, dessen Transformationsfigur gefunden wer- 
den soll, so fixire man seinen durch Jf gehenden Durchmesser, 
dessen Endpunkte auf Ic die Punkte A und B sein mögen. Ihre 
entsprechenden bezeichne man mit A und B\ Ferner siei G 
ein beliebiger Punkt auf ifc, und C sein reciproker. Es ist nun 
AACMc^C'ÄM, denn es ist MA.MA! :=^MC . MC oder 
MA:MG = MC':MÄ. In den beiden genannten Dreiecken 
sind also die Winkel AGM und MAC' einander gleich. 
Ebenso wird die Aehnlichkeit der Dreiecke ^(71f und C'B'M 
und daran anschliessend die Gleichheit der Winkel BCM und 
G'B'M bewiesen. Es folgt daraus 
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<KÄCM'-BCM= CÄM-- C'B'M 
oder 

<KAGB:=B'C'A. 

Der erste von diesen ist ein Rechter, als Winkel im Halb- 
kreis, also ist auch der zweite ein 'Rechter, d. h. der bewegliche 
Punkt C sieht die beiden festen Punkte A und B' immer un- 
ter rechtem Winkel, oder: die reciproken Punkte zu den Punk- 
ten eines Kreises h erfüllen einen zweiten Kreis, ä;', welcher 
seinen Mittelpunkt auf der Geraden hat, die M mit dem Mit- 
telpunkte von h verbindet. 

Dasselbe Resultat ergibt sich aus Fig. 92. Es ist 

MA.MA==rK 

Wenn Ä' der zweite Schnittpunkt der Geraden MA mit dem 
gegebenen Kreise h und MB eine Tangente dieses Kreises 

Fig. 92. 




ist, so hat man auch MJ ,MA''^MB^. Durch Division er- 
hält man MA' : MA' = r^ . MBK Die Strecken MA und MA' 
stehen also in einem bestimmten constanten Verhältniss zu 
einander, und wenn A' den Bereis k durchläuft, so beschreibt A 

11* 
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einen KJreis Z/, welcher mit h den Punkt M zum äussern Aehn- 
lichkeitspunkte hat. 

Wenn h ausserhalb K liegt, so wird Tc' von K ganz um- 
schlossen, und umgekehrt. Berühren sich K und Ä, so berüh- 
ren beide in demselben Punkte auch den Kreis i', und zwar 
wird K einen der Kreise Tz und h' ausschliessen, den andern 
einschliessen. Wenn K und Tc sich in zwei Punkten schneiden, 
so geht durch die beiden Schnittpunkte auch der Kreis h\ 

Die Kreise K und h mögen sich unter einem Winkel a 
schneiden. Transformirt man beide vermittelst reciproker Ra- 
dien, so gehen dieselben über in K und i', welche nach einer 
vorigen Bemerkung denselben Winkel a einschliessen müssen, 
den K und h bilden, d. h. K halbirt den Winkel, den k und 
sein transformirter Kreis* einschliessen. Wenn h den Kreis K 
in zwei Punkten rechtwinklig schneidet, so schneiden sich K 
und h in denselben beiden Punkten ebenfalls rechtwinklig, was 
nicht anders möglich ist, als wenn Tc und Ä' zusammenfallen, 
d. h. ein beliebiger Kreis, welcher den Transformationskreis 
rechtwinklig schneidet, ist seine eigene Transformationsfigur, 
oder alle Kreise (mit einer Ausnahme, die sofort gemacht wer- 
den soll), die sich durch Transformation in Bezug auf den 
Kreis K selbst wieder erzeugen, bilden ein Kreisnetz (§ 22). 
Auch der Kreis K erzeugt sich selbst wieder, aber in einem 
ganz andern Sinne, denn jeder seiner Punkte entspricht sich 
selbst, während bei einem ihn rechtwinklig schneidenden Kreise 
solche Punkte entsprechende sind, welche auf einer durch M 
gehenden Secante liegen. 

Wenn Tc und k! zwei ganz beliebige, in Bezug auf K reci- 
proke Kreise sind, so gehören Tc, Tc und K derselben Kreisschaar 
an. Um dies auch für den Fall, wo Tc und K sich weder schnei- 
den, noch berühren (die ausgeschlossenen Fälle verstehen sich 
ja ganz von selbst), einzusehen, beachte man, dass alle Kreise, 
welche zwei gegebene Bereise rechtwinklig schneiden, eine Kreis- 
schaar bilden. Zwei gegebene Kreise erzeugen nämlich zuerst 
eine Kreisschaar, der sie selbst entnommen sind, und dann die 
ihr conjugirte (§ 15), welche aus den sie rechtwinklig schnei- 
denden Kreisen besteht. Wird nun ein beliebiger Kreis x. ge- 
wählt, welcher Tc und K rechtwinklig schneidet, so wird durch 
Anwendung der Transformation Tc zu Tc\ während x und K un- 
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verändert bleiben; auch die Winkel ändern sich nicht, also 
schneidet x den Kreis Jsf rechtwinklig, und dasselbe thut jeder 
Kreis, welcher k und K unter rechten Winkeln triflpfc, d. h. 
k, K und k' gehören derselben Kreisschaar an. 

Sei JR der Radius des zu transformirenden Kreises k, D die 
Entfernung seines Mittelpunktes vom Transformationscentrum, 

Fig. 93. 




femer sei JB' der Radius des transformirten Kreises V und D' 
die Entfernung seines Mittelpunktes vom Transformationscen- 
trum, schliesslich mögen A und B, A und B' die Endpunkte 
derjenigen J)urchmesser von k und k' sein, welche auf die Cen- 
trale der beiden Kreise fallen, während r^ wie immer die Trans- 
formationspotenz sein soll. 

Jetzt ist 

^2 ^2 ^2 A.2 



MA'=^^.= ,~—^, MB= 



MÄ B-B' MB~D+B' 

also 



MA'-MB'=2B'^ 



/y2 ^3 



D^R D+B 
oder 

B = B , 



B' - m' 
Ebenso ist 



y2 A«2 



MÄ' + MB' = 2I)'n=^^-L-^+ 



JD-B ' D + B 
oder 



B' = B. 



r» 



B^-W 

B' B 

Hieraus ergibt sich 7p= t); was auch daraus zu folgern wäre, 

dass M der äussere Aehnlichkeitspunkt von k und ¥ ist. Es 
mag dabei bemerkt werden, dass hier stillschweigend D'^B 
vorausgesetzt ist. Hätte man B^.Dy so brauchte man nur in 
den Schlussresultaten das Zeichen zu ändern. 

Alle bis jetzt erhaltenen Resultate lassen sich unmittelbar 
in den Raum übertragen. Man braucht blos einen Punkt M 
fest als Transformationscentrum festzusetzen und eine gegebene 
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Grösse f^ als Transformationspotenz anzunehmen^ so kann man 
zu jedem beliebigen Punkte p im Baume sofort den entsprechen- 
den p' finden, iadem man auf der Geraden Mp von M aus in der 

Richtung nach p eine Strecke Mp =^ jt^ abträgt; deren zwei- 
ter Endpunkt jp' ist der reciproke Punkt zu p. Zu jedem Punkte j) 
gehört im Allgemeinen stets ein und nur ein reciproker Punkt p' 
und umgekehrt. Liegt p auf einer Kugel mit dem Radius r, 
welche die Transformationskugel K genannt wird, so fallt er 
mit seinem entsprechenden p' zusammen. Alle Punkte ausser- 
halb K haben ihre entsprechenden innerhalb K und umgekehrt. 
Jedem Punkte, der unendlich entfernt ist, entspricht der Punkt Jf, 
und umgekehrt kann M als jedem unendlich entfernten Punkte 
entsprechend betrachtet werden. Will man also die im Allge- 
meinen als richtig erwiesene eindeutige und reciproke Beziehung 
zwischen p und p' nicht in dem besonderen Falle aufheben und 
jedesmal eine Ausnahme beifügen, so ist man gezwungen, fest- 
zusetzen, dass vom Gesichtspunkte des Princips der reciproken 
Radien aus alle unendlich entfernten Punkte im Räume an- 
gesehen werden müssen, als ob sie in einem und demselben 
Punkte des Raumes vereinigt wären. Von anderen Gesichts- 
punkten aus war früher p der Begriff einer unendlich entfernten 
Ebene des Raumes abgeleitet und eröitert worden. 

Zu allen Punkten p, welche auf einer durch M gehenden 
Geraden oder Ebene liegen, gehören Punkte p', welche ebenfalls 
dieselbe Gerade, resp. dieselbe Ebene erfüllen. Punkten p, 
welche eine mit K concentrische Kugel erfüllen, müssen Punkte]/ 
entsprechen, die im Allgemeinen eine andere, ebenfalls mit K 
concentrische Kugel bedecken. 

Um den Ort der Punkte p' zu finden, welche zu den Punk- 
ten p einer Ebene JEJ reciprok sind, fälle man von M aus ein 
Perpendikel auf -E, dessen Pusspunkt 7t sein möge. Eine durch 
dieses Perpendikel gel^e Ebene e schneidet aus E eine Ge- 
rade Q aus, deren reciproke Figur ein Kreis ist, welcher durch 
M geht und dessen Mittelpunkt auf der Geraden Jf ä liegt. 
Dreht man E um Mtc herum, so beschreibt G die Ebene E 
und jener Kreis den Ort der zu E reciproken Punkte, also eine 
Kugel Ä, welche den Punkt M enthalt und deren Mittelpunkt 
auf dem Perpendikel Mtc liegt. 
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Aua dem Umstände, dass die Tangentialebene an & in Jlf 
parallel zu E ist, mit Zuziehung der Bemerkung, dass man den 
Winkel zweier continuirlich verlaufenden Flächen in einem ihrer 
Schnittpunkte als denjenigen bezeichnet, welchen ihre Tangen- 
tialebenen im Schnittpunkte bilden, folgt, dass auch im Räume 
beliebige Figuren durch Anwendung des Princips der recipro- 
ken Radien derart verändert werden, dass die Gleichheit der 
entsprechenden Winkel in der ursprünglichen und in der trans- 
formirten Figur gewahrt wird. 

Den Punkten p einer Kugel k entsprechen nach dem Prin- 
cip der reciproken Radien die Punkte p' einer andern Kugel Ä'. 
Zum Beweise lege man durch M und den Mittelpunkt m von Je 
eine Gerade Mm und durch diese eine Ebene e, so schneidet e 
aus h einen Kreis x aus, dessen reciproke Figur ein anderer 
Kreis tc' ist. Wenn nun die ganze in e enthaltene Figur um 
Mm herumgedreht wird, so entsteht aus x die Kugel Je, aus k, 
dessen Mittelpunkt auf Mm liegt, eine Kugel Je', welche der 
gesuchte Ort der reciproken Punkte zu den Punkten p der Ku- 
gel Je ist. Also entspricht nach dem Princip der reciproken 
Radien einer Kugel wieder eine Kugel. 

Die metrischen Beziehungen zwischen den Kugeln Je, K und Je' 
werden ohne Weiteres dieselben sein, welche .oben für die Kreise 
Je, K und Je' abgeleitet wurden. Ebenso werden die gegensei- 
tigen Lagen der drei Kugeln- leicht aus den entsprechenden 
Eigenschaften der Kreise entwickelt, wenn man bedenkt, dass 
irgend ein ebener Schnitt durch die Mittelpunkte der drei Ku- 
geln sofort das bereits behandelte Problem der Kreise ergibt 
und einen Rückschluss auf den Raum gestattet. . . 

Einem beliebigen Kreise x im Räume entspricht wieder ein 
Kreis. Zum Beweise kann zunächst durch M und tc eine Kugel 
gelegt werden, welche also % seiner ganzen Ausdehnung nach 
enthält; es muss folglich die reciproke Figur zu x ganz auf der 
reciproken Figur der genannten Kugel liegen, d. h. in einer 
Ebene e enthalten sein. Es lässt sich zudem durch 9e eine 
Kugel Je legen, welche die Transformationskugel K rechtwink- 
lig schneidet, diese Kugel Je bleibt durch Transformation un- 
verändert und auf ihr ist folglich die reciproke Figur von x 
ebenfalls enthalten. Es ergibt sich hieraus der Satz: Die reci- 
proke Figur eines Eoreises x ist wieder ein Kreis x', der mit 
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dem ursprünglichen auf einer Kugel liegt, welche die Trans- 
formationskugel K rechtwinklig schneidet. 

Eine weitere Consequenz der bewiesenen Sätze ist folgende : 
Sei X ein beliebiger E^reis, welcher auf einer Kugel k liegt, so 
kann man durch sämmtliche Punkte von x nach einem Punkte M 
Gerade ziehen, von denen jede der Kugel Je noch ein zweites 
Mal begegnen wird. Diese sämmtlichen zweiten Schnittpunkte 
liegen auf einem zweiten Kreise. Zum Beweise beachte man, 
dass man, insofern Jlf ausserhalb Je liegt, um M als Mittelpunkt 
eine Kugel K legen kann, welche Je unter rechtem Winkel trifift. 
Wird diese als Transformationskugel für reciproke Badien ge- 
wählt, so werden jene gesuchten zweiten Schnittpunkte die 
Transformationsfigur von x, also in der That ein Elreis sein. 
Ist aber M innerhalb der Kugel Je gelegen, so sei p irgend ein 
Punkt des Kreises x, p' der zweite Schnittpunkt von Mp mit 
der Kugel Je, so ist wegen der Potenz des Punktes p in Bezug 
auf Te das Product Mp . Mp' constant und einer gewissen 
Grösse q^ gleich. Trägt man jetzt von M aus auf der Geraden 
Mp die Strecke Mp' in der Bichtung nach p ab und nennt 
ihren zweiten Endpunkt p'\ so ist auch Mp . Mp"= 9^, d. h. 
Fig. 04. constant. Der Ort des Punktes p" ist 

die Transformation nach reciproken Ra- 
dien des Kreises x in Bezug auf das Trans- 
formationscentrum M und die Transfor- 
mationspotenz 9^, also jedenfalls ein 
Kreis ; daher muss auch aus Symmetrie- 
gründen der Ort des Punktes p' ein 
Kreis sein. Dass die Beziehung dieses 
Beweises zur Potenz eines Punktes nach 
einer Kugel auch zum Ziele führt, wenn 
M ausserhalb der Kugel liegt, ist evident. 

§ 27. 
Die stereographische Projeetion und die Geometrie auf der Kugel« 

Wenn man nac^h dem Princip der reciproken Radien eine 
Kugel Je transformirt, welche das Transformationscentrum M 
enthält und deren Durchmesser gleich dem Radius r der Trans- 
formationskugel Je ist, so geht dieselbe in eine Ebene E über, 
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Fig. 95. 




welche k berührt, und zwar in demjenigen Punkte Sj welcher 
dem Punkte M diametral in Bezug auf die Kugel Je gegenüber- 
liegt. Wird auf Je eine Figur f yerzeichnet, so geht dieselbe 
nach der Transformation in eine andere f über, die der Ebene 
JE angehört, und welche die Eigenschaft hat, dass die in 
derselben allfällig vorkommenden Winkel gleich gross sind, wie 
die entsprechenden in der ursprünglichen Figur. 

Der Uebergang von der Figur f zu /"' kann aber noch an- 
ders als durch das Princip der reciproken Radien ausgeführt 
werden ; denn da zwei entsprechende Punkte ^ und ]/ stets mit 
M in einer Geraden liegen, so ist f geradezu eine Centralpro- 
jection von / auf E, deren Projectionsmittelpunkt der Punkt M 
ist. In diesem Sinne aufgefasst heisst die Projection von Je auf E 
die stereographische Projection der Kugel auf die Ebene. 
Dieselbe dient zur Herstellung von Erdkarten. 

Sei z. B., wenn die Erde als eine Kugel aufgefasst wird, 
M ihr Nordpol, S ihr Südpol, so kann man die südliche Halb- 
kugel vom Nordpole aus auf die Tangentialebene im Südpole 
projiciren und das so erhaltene Bild nach einem beliebigen 
Massstabe verkleinem. (Wollte man durch eine einzige Projec- 
tion die ganze Erde darstellen, so würde dazu die ganze Ebene 
in ihrer unendlichen Ausdehnung erforderlich sein. Wenn man 
aber zuerst vom Nordpole aus die südliche Halbkugel und nach- 
her vom Südpole aus die nördliche Halbkugel projicirt, so er- 
hält man zwei Darstellungen, welche zusammengenommen die 
ganze Erde umfassen.) 

Um näher ins Detail einzugehen, erinnere man sich, dass 
irgend ein Ort auf der als Kugel betrachteten Erdoberfläche 
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bekannt ist^ sobald seine gec^aphische Länge nnd Breite ge- 
geben sind, oder mit anderen Worten, sobald man den Me- 
ridian und den Parallelkreis kennt, welche durch ihn gehen. 
Wenn man also sämmtliche Meridiane und Parallelkreise ia 
ihrer Projection auf der Ebene e darzustellen weiss, so kann 
man auch alle Punkte auf der Erde (resp. bei der gemachten 
Beschränkung: auf der südlichen Halbkugel) in der Ebene E 
verzeichnen. Es ergibt sich, dass die Meridiane sich als Gerade 
durch S und die Parallelkreise als Kreise mit dem gemeinsamen 
Mittelpunkt iS darstellen. Es ist zu bemerken, dass auch jeder 
andere Kreis auf Tc sich in E wieder als Kreis darstellen wird. 

Meridiane auf der Kugel werden dieselben Winkel ein- 
schliessen, wie die ihnen entsprechenden Geraden in E und 
umgekehrt, während das Gesetz, nach welchem sich Parallel- 
kreise mit ihren entsprechenden Kreisen in E ändern, zwar 
graphisch sehr einfach, aber durch eine Formel etwas compli- 
cirter darstellen lässt. — Dass Parallelkreise und Meridiane sich 
als concentrische Kreise und Gerade durch ihren Mittelpunkt 
darstellen, bestätigt den früher angegebenen Satz von der 
Gleichheit der Winkel in den Figuren auf der Kugel und der 
entsprechenden Winkel der zugehörigen Figuren in der Ebene. 
In der That schneiden sich Parallelkreise und Meridiane überall 
unter rechten Winkeln und genau dasselbe thun die concen- 
trischen Kreise und die Geraden, welche durch ihren gemein- 
schaftlichen Mittelpunkt gehen. 

Auf einer weitem Anwendung dieses letztem Satzes beruht 
die Construction einer Linie auf der Kugeloberfläche, welche 
von einem Punkte derselben ausgehend, alle Meridiane unter 
demselben Winkel schneidet. Man geht vermittelst der stereo- 
graphischen Projection in die Ebene über und zieht durch die 
Projection des gegebenen Punktes eine Cur ve, welche die von S 
ausgehenden Geraden unter dem verlangten, gegebenen Winkel 
schneidet, so hat man diese Gurve einfach auf die Kugelober- 
fläche zurück zu projiciren und die gegebene Aufgabe ist gelöst. 

Die Karten, welche vermittelst der stereographischen Pro- 
jection und vermittelst eines bestimmten Massstabes angefertigt 
werden, unterscheiden sich wesentlich von denjenigen Karten, 
die man nach den gewöhnliehen Methoden von Theilen der 
Erdoberfläche herstellt, welche man, ohne einen wesentlichen 
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Fehler zu begehen, als eben betrachten kann. Bei diesen letz- 
teren nämlich gilt für alle Theile der Karte ein und derselbe 
Massstab, während bei den ersteren der Massstab sich von Pa- 
rallelkreis zu Parallelkreis , d.h. mit der geographischen Breite 
ändert. 

Die stereographische Protection kann auch zur Erledigung 
einer Reihe von Fragen dienen, welche die öeometrie auf der 
Kugeloberfläche betreffen, indem sie dieselben auf ebene Pro- 
bleme zurückführt. Zu dem Ende beachte man, dass, wenn auf 
einer Kugel eine Anzahl von Kreisen gegeben sind, dieselben 
durch die stereographische Projection oder auch durch das Prin- 
cip der reciproken Radien verwandelt werden können in andere 
Kreise, die sich in derselben Ebene befinden. Wenn sich^zwei 
Kreise auf der Kugel schneiden, berühren oder nicht schneiden, 
so werden sich auch ihre entsprechenden Kreise in der Ebene 
resp,^ schneiden, berühren oder nicht schneiden, und zwar wird 
im ersten Falle das Schneiden auf der Kugel und auf der Ebene 
unter gleichem Winkel geschehen. 

Wenn man also die charakteristischen Eigenschaften der 
Kreisschaar in der Ebene entwickelt, indem man von den sich 
rechtwinklig schneidenden Kreisen ausgeht, so gelingt es ohne 
Weiteres, eine Reihe von Sätzen über Kreisschaaren auf der 
Kugel herzuleiten. Ganz dasselbe gilt von den Berührungspro- 
blemen der Kreise; denn venn es sich z.B. darum handelt, auf 
der Kugeloberfläche einen Kreis zu finden, welcher drei gegebene, 
ebenfalls der Kugeloberfläche angehörige Kreise berührt, so wird 
man mit Hilfe der genannten Methode den üebergang zur Ebene 
nehmen, dort das Problem nach § 24 behandeln und mit den 
gefundenen Lösungen wieder auf die Kugel zurückkehren. 

Es muss aber ausdrücklich darauf aufmerksam gemacht 
werden, dass durch das Princip der reciproken Radien, resp. die 
stereographische Projection im Allgemeinen der Mittelpunkt des 
Kreises nicht etwa zum Mittelpunkte des transformirten Kreises 
wird, ferner dass auch die Eigenschaften der Aehnlichkeitspunkte, 
der Potenzlinien, sowie von Pol und Polaren wesentlich alterirt 
werden. Auf Grund des bis jetzt in diesem Leitfaden gebote- 
nen Materials soll es aber dem Leser möglich sein, sich selbst 
eine Theorie 'der Kreise, die auf einer Kugel liegen, namentlich 
in Bezug auf Aehnlichkeitspunkte, Potenzlinien, Pole und Po- 
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laren zu bilden, welche unabhängig vom Princip der reciproken 
Radien ist. 

§28. 
Kreisreihen und Kngelreihen. 

Das Princip. der reciproken Radien gibt Anlass zu einigen 
Aufgaben, welche hier behandelt werden sollen und von denen 
eine im Verlaufe dieses Paragraphen zu einer wichtigen Anwen- 
dung führen wird. 

1. Es ist zu untersuchen, ob zwißi gegebene Kreise M^ 
und M^, deren Radien resp. B^ und R^ sind, durch Transfor- 
mation in zwei gleichgrosse Kreise verwandelt werden können. 

Sei M das Transformationscentrum, r^ die Transformations- 
potenz, seien femer B^ und D^, B^ und Dg für die Kreise Jf^ 
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und M^ resp. die Radien und Entfernungen der Mittelpunkte 
von My so hat man nach den Formeln des § 26, wenn B\ und 
B\ die Radien der transformirten Kreise sind, 



r^ . ^. ^ r2 



Sollen B\ und iJ'g einander gleich sein, so kommt: 

JRj jDg^ — ^^J^i = ^1 B^ {B^ — -^i)' 

In dieser Gleichung kommt r^ nicht mehr vor, d. H. bei 
der Frage nach der Möglichkeit der geforderten Transformation 
spielt die Transformationspotenz gar keine Rolle, sondern nur der 
Ort des Transformationscentrums. Um denselben zu bestimmen, 
construire man auf der Verlängerung der Strecke M^M^ (wo M^ 
und Jfg nun die Mittelpunkte der gegebenen Kreise bedeuten) 
einen Punkt /x, für welchen J/^ft : Jfg/^ = ^2 • ^v ^^ ^^t dann 
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Dg^ =J[f ^2 _|_ j[f^^2 _ 2Mii .M^^. cosii, also 

= (JBi - jßa) ilf /i2 + i?^ . M^ii^ - i?2 • ^if*^ 

— 2 JÖTft . cö5|Lt . [JB^ . JfgfA — Eg . -M"ift]. 

Nach der Festsetzung über die Lage des Punktes ft ver- 
sehwindet das letzte Glied dieser Gleichung und es kann also 
aus dem Reste die Strecke M^ durch lauter bekannte Grössen 
ausgedrückt werden, d. h. der Ort des- Punktes M ist ein Kreis 
mit dem Mittelpunkte fi und dem Radius Qr=M^. 

Sollen also zwei beliebige Kreise Jf, und Jlfg in zwei gleich- 
grosse Eieise verwandelt werden, so muss das Transformations- 
centrum M «.uf einem dritten Kreise gewählt werden, während 
die Transformationspotenz völlig willkürlich ist. Was den ge- 
fundenen Kreis anbetriflft, so ist klar, dass er allfällige Schnitt- 
punkte von Jfj und M2 enthalten muss. 

2. Können zwei Kreise Mj^ und M^ durch reciproke Radien 
in concentrische Kreise verwandelt werden? 

Zunächst ist klar, dass, da zwei concentrische Kreise keine 
gemeinschaftlichen Punkte haben, auch zwei Kreise, aus denen 
sie entstehen sollen, keine gemeinschaftlichen Punkte haben 
dürfen. Ist diese Bedingung erfüllt, so kann auch die gestellte 
Aufgabe gelöst werden, wie nun gezeigt werden soll. 

Es ist bereits in § 26 angeführt worden, dass eine Kreis- 
schaar definirt werden kanp als die Gesammtheit der Kreise, 
welche zwei gegebene Kreise. unter rechten Winkeln schneiden. 
Daraus folgt wegen der mehrfach benutzten Unveränderlichkeit 
der Winkel bei der Transformation, dass eine Kreisschaar durch 
die Transformation wieder zu einer Kreisschaar wird, und fer- 
ner, dass zwei conjugirte Eüeisschaaren in zwei andere unter 
sich ebenfalls conjugirte Kreisschaaren verwandelt werden. 

Wenn nun die Kreise Jf^ und Jfg gegeben sind, so be- 
stimmen dieselben unter der gemachten Voraussetzung, dass sie 
sich nicht schneiden sollen, eine Kreisschaar der zweiten Art /S^ 
(§ 15), der eine Kreisschaar der ersten Art 82 conjugirt ist, 
welche zwei Grundpunkte 5^ und $2 hat. Wird nach recipröken 
Radien verwandelt, so dass M^ und JfcTg zu zwei concentrischen 
Kreisen M\ und Jf'g werden, so muss die reciproke Kreis- 
schaar S^ zu S\ aus lauter concentrischen Kreisen bestehen. 
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Tritt dies ein, so ist deren conjugirte Sehaar S'g (welche zu- 
gleich die reciproke Schaar zu Sg ist) ein System von geraden 
Linien, und dies ist nicht anders möglich, als wenn es gelingt, 
die Kreise der Schaar 8^ in Gerade zu verwandeln. Die ge- 
nannten Kreise der Schaar /Sg gehen alle durch die festen Punkte 
5i und $2] wählt man demnach einen dieser beiden Punkte, 
z. B. 5j , zum Transformationsmittelpunkte M, so gehen Jf^ und 
jMg in concentrische Kreise über, deren gemeinsamer Mittelpunkt 
der ^2 entsprechende Punkt s\ ist. Hieraus zeigt sich aufs Neue, 
dass Jfi und M^ sich nicht schneiden dürfen; denn wäre dies 
der Fall, so müsste die durch M^^ und M2 bestimmte Schaar S^ 
von der ersten Art sein, die ihr conjugirte Schaar S2 also von 
der zweiten Art, so dass dieselbe keine Grundpunkte hätte und 
die Punkte s^ und $2 nicht vorhanden wären. 

3. Es sollen drei Kreise -3fi, Jtfg, M^ in drei andere ver- 
wandelt werden, deren Mittelpunkte in gerader Linie liegen. 

Zu M^y Jfg, Jfg construire man, wenn dies möglich ist, 
einen Orthogonalkreis. Jeder Punkt M desselben kann dann 
als Transformationscentrum gewählt werden, so dass die ver- 
wandelten Kreise der gestellten Bedingung Genüge leisten; die 
Transformationspotenz ist dabei ohne Einfluss. Li der That 
wird durch die reciproken Radien der Orthogonalkreis in eine 
Gerade verwandelt, welche die aus M^^^ JfcTg, M^ entstehenden 
Kreise rechtwinklig schneidet. Dies ist- nicht anders möglich, 
als wenn die Gerade in allen drei yerwandelten Kreisen Durch- 
messer ist, also ihre Mittelpunkte verbindet. 

Die drei hier behandelten Aufgaben können ohne Weiteres 
auf den Baum ausgedehnt werden, was keiner näheren Ausfüh- 
rung bedarf. Dafür mag eine Anwendung des zweiten Problems 
in seiner ebenen und räumlichen Fassung gegeben werden. 

Wenn zwei Kreise M^ und M2 so gegeben sind, dass der 
grössere von ihnen, ilf^, den anderen üfg ganz umschliesst, so 
entsteht ein ringförmiger Streifen zwischen den beiden, dessen 
sämmtliche Punkte zugleich innerhalb M^ und ausserhalb Jfg 
gelegen sind. Man kann in diesen Streifen zunächst einen 
Kreis mj^ legen, welcher M^ und Jfg berührt, sonst aber will- 
kürlich ist, daran anschliessend einen Kreis mg, welcher Jf^ Jlfginj^ 
berührt, weiterhin einen Kreis Wg, welcher jMiJUf^wej berührt 
und so fort, so erhält man eine Reihe von Kreisen. Die Reihe 
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Fig. 97. 
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wind entweder einfach um M^ herumgehen, so däss ein bestimm- 
ter ihrer Kreise M^M^m^ berührt und sich damit schliessen, 
oder sie wird nicht im ersten Male sich schliessen, sondern 
mehrmals um M^ herumgehen müssen, bis wieder einer ihrer 
Kj-eise M^M^in^ berührt, oder endlich, sie wird sich gar nie 
schliessen, wie lange man auch mit der Construction ihrer 
Kreise fortfahren mag. 

Darüber, welcher dieser Umstände eintreten werde, gilt 
der Satz: Es ist ganz gleichgiltig, wo man den ersten Kreis 
m^ in den ringförmigen Streifen legen mag, immer tritt der- 
selbe der Fälle ein, sobald M^ und M^ der Grosse und Lage 
nach gegeben sind. 

Zum Beweise transformire man die beiden Kreise M^ und M^ 
in neue Kreise M\ und M^, welche concentrisch sind, so wer- 
den die Elreise m^jm^.» > übergehen in andere Kreise m\, m\ . . ., 
welche innerhalb des ringförmigen Streifens liegen, der zwischen 
den Kreisen M\ und M\ eingeschlossen ist und die alle gleich 
gross sind. Wenn die Reihe der Kreise m^, mg... nach einem 
oder mehreren Umläufen schliesst (commensurabel ist) , so wird 
dasselbe mit der Reihe der Kreise m\y m\ . . . der Fall sein, 
bilden aber die Kreise m^, Wg . . . eine sich niemals schliessende 
(incommensurable) Reihe, so thun dies auch die Kreise m\y m\,.. 
Gerade wie Yon der ersten Reihe auf die zweite geschlossen 
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f*ig- ^- wurde ^ so kann auch uingekelirt 

Ton der zweiten auf die erste 
zurückgegangen werden. Bei 
der feiten Reihe ist aber^ da 
alle ihre Ej'eise gleich sind; 
durchaus gleichgiltig^ wo der 
erste m\ angenommen wird^ also 
hat auch bei der ersten Beihe 
die Lage des Kreises m^ keinen 
Einfluss. 

Für zwei concentrische Kreise 
existirt eine leicht abzuleitende 
einfache Relation ^ damit sie zu 
einer commehsurabeln Kreisreihe Veranlassung geben. Die Reihe 
soll aus N Kreisen bestehen ^ von denen der letzte sich nach 17 
Umläufen an den ersten anschliessen soll. Die beiden concentri- 
schen Kreise sollen den gemeinschaftlichen Mittelpunkt ^ haben, 
ihre resp. Radien seien B,\ und B,\. Die Mittelpunkte der Eareise 
m\ y m\ . . . liegen auf einem Kreise mit dem Mittelpunkte ^ und 

dem Radius — ^^-^ ^; während jeder von ihnen den Radius 

TD' Tyf 

— ^-^ ^ hat. Da die ^Kreise ?7 Umläufe machen, so nimmt 

jeder von ihnen ^ Umläufe in Anspruch und da ein ganzer Um- 
lauf von ft aus unter einem Winkel von 2% gesehen wird, so ist 
der Winkel, unter dem einer der berührenden Kreise gesehen wird, 

2 TlTt 
= — =r7— . Aus Symmetriegründen ergibt sich hieraus, dass, 

wenn m\ den Mittelpunkt des Kreises w!^ bedeutet und h der 
Berührungspunkt einer von ft' aus an m\ zu legenden Tangente 

ist, dass <)C*w'ift'6 = -^n^. Dieser Winkel bestimmt sich auch 
aus dem rechtwinkligen Dreiecke fi'm\b, in welchem die Hypo- 

jy I jy 

tenuse = — ^ — - und die dem gesuchten Winkel gegenüber- 

Ty jy 

liegende Kathete = — ^ — - ist. Man hat also 



JB'i+jB'2 



sin 






Yin. Das Prindp der reciproken Radien. 
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Die Betrachtung ist von zwei Ejreisen ausgegangen^ M^ 
und M^y von denen der eine ganz innerhalb des anderen lag; 
man kann ebenso gut an- p. ^ 

nehmen ; dass die beiden 
Kreise aussereinander liegen 
und bekommt ganz diesel- 
ben Besultate. Es ist in die- 
sem Falle aber darauf Acht 
zu geben, dass die Kreis- 
reihe m^y m^ . . . nicht nur 
aus Kreisen bestehen muss, 
die wie m^ und m^ der Fi- 
gur 99 di« gegebenen Kreise 
M^ und M^ ausschliessend 
berühren, sondern dass auch 
Kreise vorkommen können, 
welche wie m^ die Kreise 
M^ und M^ berühren und einschliessen. Immerhin muss die 
Berührung eines Kreises der Reihe mit M^ und M^ gleichartig 
sein. 

Durch die stereographische Projection resp. das Princip der 
reciproken Badien kann die eben bewiesene ünveränderlichkeit 
der Kreisreihen auch auf die Kugeloberfläche ausgedehnt wer- 
den. Für den Baum, wo Kugeln an Stelle der Kreise treten, 
gestaltet sich die Sache etwas anders. 

Es seien M^ und M^ zwei willkürliche Kugeln, von denen 
die grossere M.. die andere M^ ganz umschliessen möge, ferner 
sei üi dem zwischen beiden gelegenen Baume eine Kugel M, 
angenommen, welche beide berührt, und zwar, wie leicht ein- 
zusehen, M^ ausschliessend und von M^ eingeschlossen. Nun 
wird eine Beihe von Kugeln bestimmt, von denen die erste m^ 
alle drei Kugeln M^M^M^ berührt, sonst aber willkürlich ist, 
die zweite m^ soll daran anschliessend M^M^M^m^ berühren, 
die dritte m^ weiterhin M^M^M^m^ berühren und so fort. 

Die entstehende Kugelreihe wird entweder einmal um M^ 
herumgehen und in ihrer letzten Kugel m^ wieder berühren, 
oder das Schliessen tritt erst 'nach mehreren Umgangen ein 
(dies sind die beiden commensurabeln Fälle), oder endlich die 
Beihe schliesst sich nie (ist incommensurabel). 

Geiser, Eiuleit. in die synthet. Geometrie. 12 
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Ob der erste, zweite oder dritte Fall eintrete, ist einzig 
und allein abhängig von der Grösse und der gegenseitigen 
Lage der Kugeln Mj^ und Jlfg; nicht aber davon, wie M^ und 
nij^ unter den obigen Bedingungen, die noch verschiedene An- 
nahmen zulassen, gewählt werden. Die gegenseitigen Beziehun- 
gen der Kugeln M^ M^ M^ m^ Wg W3 . . . werden nämlich durch 
eine Transformation nach reciproken Radien nicht gestört. Wird 
dieselbe damit ausgeführt, dass die M^ und M^ entsprechenden 
Kugeln M\ und M\ concentrisch werden, so werden die den 
Kugeln Jifg, m^, ^2, mg . . . eutsprechenden M\j m\j m\y m\ . . . 
gleich gross und namentlich liegen die Mittelpunkte von 
w'i, m'2; m'g. . . in einem Kreise, dessen Ebene senkrecht steht 
auf der Verbindungsgeraden des Mittelpunktes der Kugel M\ 
mit dem gemeinsamen Mittelpunkte der Kugeln M.\ und M\, 
Es lässt sich deshalb die Frage, ob die ßeihew'i, m'g, w'g... 
eine conmiensurable oder eine incommensurable sei, auf ein 
bereits gelöstes ebenes Problem zurückführen. 

Legt man durch die Mittelpunkte von w\, w!^y m\ . . . eine 
Ebene , so erhält man in derselben eine Beihe von Kreisen, die 
gleich gross sind und welche zudem ihre Mittelpunkte auf 
einem anderen Kreise haben. Daraus folgt, dass sie in den 
Zwischenräumen zweier concentrischer Kreise liegen uncf dort 
eine Reihe bilden, deren Charakter aus einer oben bereits ab- 
geleiteten Formel erkannt werden kann. Aber die Commen- 
surabilität der Kreise ist vollkommen identisch mit der Com- 
mensurabilität der Kugeln m\, m'g, m'g. . ., also ist ein Kenn- 
zeichen für die letzteren gegeben. Dass dieselbe unabhängig 
von der Lage der Kugeln M\ und m\ ist, versteht sich jetzt 
leicht, es gilt also dasselbe für die ursprüngliche Kugelreihe 
m^y mg, Wg.,., welche durch die Kugeln M^M^M^ erzeugt 
wurde. 

Mit der Kugelreihe m^, m^, m^ steht eine andere in Ver- 
bindung, welche die Kugeln JK^, Jfg, M^ enthält. Es liegen 
z. B. die beiden Kugeln m^ und mg so, dass sie beide von m^ 
berührt werden, ebenso wie M^ die Kugeln M^ und M^ be- 
rührt. (Es besteht einzig der Unterschied, dass von den Kugeln 
m^ und mg jede die andere ausschliesst, während Jfg ^^^ ^i 
eingeschlossen wird.) Man nehme jetzt die Kugel M^ hinzu, 
welche mj^, m^, mg berührt, dann Jfg, welche m^, mg, mg, M^ 
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berührt, ferner M^j welche m^, m^, m^, Jfg berührt und fahre 
so fort, so hat man eine neue Kugelreihe, welche mit der erst- 
beschriebenen in genauem Zusammenhange steht. So wird z. B. 
bewiesen, am einfachsten durch die oft benutzte Transformation 
von Ml und Jfg zu concentrischen Kugeln, dass jede Kugel 
der einen Keihe jede Kugel der anderen Reihe berührt. 

Ein anderer Zusammenhang zwischen den beiden Kugel- 
reihen besteht darin, dass beide zugleich entweder commen- 
surabel oder incommensurabel sind. Zum Beweise verwandle 
man M^ und M^ zu zwei concentrischen Kugeln, welche den ge- 
meinschaftlichen Mittelpunkt ft haben, während M^ zu einer 
Kugel Jif'g wird, deren Mittelpunkt (i^ sei. Neben den Kugeln 
m\f m'2, w'g..., welche bei dieser Gelegenheit aus der Reihe 
^1,^2, Mq entstehen, führe man noch die sämmtlichen Kugeln 
in die Betrachtung ein, welche M\, M'^y M\ gleichzeitig und 
zwar in gleicher Weise berühren (d. h. dass jede von ihnen 
M\ und M\ ausschliesst und von M\ eingeschlossen wird), 
so erfüllen dieselben einen -Raum, welcher entsteht, wenn man 
eine gewisse Kreisfläche (die leicht aufzufinden ist; sie liegt 
mit der Geraden ft/ig in einer Ebene) um ft/ig herumdreht. 
Ebenso ziehe man z\]iM\JSl\M\ noch alle diejenigen Kugeln, 
welche m\, m\y m\ gleichartig berühren, so werden ihre Mittel- 
punkte in der Geraden /i/ig liegen und die Kugeln werden den 
ganzen unendlichen Raum ausfüllen mit Ausnahme des vorhin 
beschriebenen begrenzten Raumes. 

Während die Commensurabilität der Kugelreihe m\j m\, m\ 
in der Ebene ihrer Mittelpunkte erledigt werden kann, wie 
bereits bemerkt wurde, so gelingt es auch, dieselbe Frage für 
die Kugelreihe M\y M\, M\ ... in einer Ebene auszumachen, 
wenn dieselbe nur ihre Mittelpunkte, resp. die Gerade ftftg ent- 
hält. Es entstehen in einer solchen Ebene durch M\ , M\ , M\ . . . 
eine Reihe von Kreisen, welche zwei symmetrisch zu ft/ig ge- 
legene Kreise entweder beide ausschliessend oder beide ein- 
schliessend berühren und zwar werden die beiden genannten 
Kreise zwei Lagen derjenigen Kreisfläche sein, die durch Ro- 
tation jenen Raum erzeugt, welcher die Kugeln m\y m\ . , , 
einschliesst. 

Es sind zwei Kreisreihen in Bezug auf die endlichcL oder 
unendliche Anzahl ihrer Glieder zu prüfen, von denen die eine 
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zwei concentrischen Kreisen 
eingeschrieben ist. Sind de- 
ren Radien resp. q^ und Q^j 
feiner U die gesuchte Anzahl 
der Umläufe, N die Anzahl 
der Kreise, so gut die Re- 
lation 



1. 






9i+Q2 ^ ^ 
Was die zweite Kreis- 
reihe anbetrifiR;, die sich in 
einer zu der Ebene der ersten 
Kreisreihe senkrechten Ebene 
befindet, so ist dieselbe zwei 
gleich grossen Kreisen m^ und 
m^ eingeschrieben, die auf 
ihrer Centralen (wie aus Fi- 
gur 100 erhellt) , einen inne- 
ren Abstand =2^2 und einen äusseren Abstand =2q^ haben. 

Die Radien sind beide = ^ ^ ^^ , während der Abstand eines 

der Kreismittelpunkte von der Symmetrieaxe sich durch ^ ^ 

ergibt. 

Zur Aufstellung einer Formel für die Anzahl U' der Um- 
läufe und die Anzahl N' der Kreise sind w^ und m^ nach der 
zweiten im Anfange dieses Paragraphen gelösten Aufgabe in 
zwei concentrische Kreise zu verwandeln, wobei m^ in einen 
Kreis m\ vom Radius q\ und m^ in einen Kreis m\ vom Ra- 
dius q\ übergehen möge. Es gilt dann die Formel: 



2. 



Qi-92 ü'7t 

Q1 + Q2 N 



Damit q\ und q\ durch 9^ und pg ausgedrückt werden, ziehe 
man von aus eine Tangente an den Kreis m^, so ist deren 
Länge t von bis zum Berührungspunkte b zugleich der Radius 
eines Kreises mit dem Mittelpunkte 0, welcher die beiden Kreise w^ 
und mj rechtwinklig triflffc und aus der Geraden m^ m^ die Grenz- 
' punkte Si und s^ derjenigen Kreisschaar ausschneidet, die durch 
die Kreise m^ und m^ bestimmt ist. Auf einen derselben, z. B. 
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Fig. 101. 







if^' 




s^ muss man die Transformation nach reciproken Radien aus- 
führen. Man hat, da in dem rechtwinkligen Dreieck Oim^ die 

Hypothenuse 0^2= T , die Kathete hni2= ,. ist, für 
die gesuchte Kathete 

t, ^ (gl +' Q.y _ (jr^ oder t = Os, = /^,. 

Nun benutzt man die in § 26 gegebenen Formeln, um aus 
dem Radius eines gegebenen Bjreises, seinem Abstände vom 
Transformationscentrum und der Transformationspotenz (die 
gleich r^ sein soll; ihr Werth ist gleichgiltig, da sie nachher 
aus der Rechnung verschwindet) den Radius des transformirten 
Kreises zu finden. Für den Kreis m^ ist die Entfernung seines 
Mittelpunktes vom Transformationscentrum 

der Radius = ^ - * , also kommt für den transformirten Radius 



2 2" 



^ 



i/Qi-VQ^y (9x-Q,r 



4 4 

oder nach gehöriger Reduction (wobei, was nach §- 26 gestattet 
ist, im Nenner das Zeichen gewechselt wurde) 
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Für den Kreis in2 hat man als Entfernung seines Mittel- 
punktes vom Transformationscentrum 

der Radius ist wieder = ^' „ , also bekommt man für 

4 4 

und nach autlloger Reduction wie vorhin: 



2/91^2 -[/Pi + Z^ä] 
Setzt man noch r* = 2 [p^ — p J j/q[ q^ . A*, so folgt : 

3. q\ - AMy^ + j/^j» und e', = A« [y^^ - y^j'. 

Werden die gefundenen Werthe für q\ und q\ in die Glei- 
chung 2 eingeführt, so verwandelt sich dieselbe in 

9l + (»2 ^ 

Quadrirt und addirt man die Gleichungen 1 und 4, so er- 
gibt sich 

1 = s%n? -^ + sin^ -^j- , 

woraus folgt, dass die Winkel -^^ und • ^, , welche in Bogen- 
mass ausgedrückt sind, die Summe -^ geben. Also ist endlich 

Man kann in dieser Formel auf die ursprüngliche Bedeu- 
tung von Uy Ny ü\ N' zurückgehen, welche sie in den Kugel- 
reihen m^m^ni^ . . . und Jf^-Mg-Mg . . . haben. U und N bedeu- 
ten Anzahl der Umläufe und Kugeln in der ersten Reihe, U' 
und N' dasselbe in der zweiten Reihe. Wenn die erste Reihe 

commensurabel ist, so ist ^ ein bestimmter Bruch, dessen Zäh- 
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ler und Nenner ganze Zahlen sind, dasselbe ist nach 5. auch 

für -^ der Fall, d. h. die beiden Kugelreihen m^, m^, ^3. . . 

und M^y M^y ^3-'« sind gleichzeitig commensurabel oder in- 
commensurabel, wie oben behauptet worden ist. 

Zum Schlüsse ein einfaches Beispiel. Wenn die beiden 
Kugeln M^ und M^ von M^ berührt werden und sich auch gegen- 
seitig in einem Punkte 6 berühren, so kann man alle drei Ku- 
geln Jüf^Jfg -Mg verwandeln, indem man h zum Transformations- 
centrum wählt. Es werden dann M^ und M^ zu zwei parallelen 
Ebenen M\ und M\, während M^ eine Kugel üf'g wird, welche 
M\ und Jf' 2 berührt. Offenbar gibt es dann sechs Kugeln m', 
welche M\/ M\, M\ berühren und eine sich schliessende 
Kugelreihe bilden; sie besteht aus einem Umlauf und sechs 
Kugeln. Was die zweite Reihe, die der M^M^M^ betrifft;, so 
ist dieselbe bereits geschlossen, besteht also aus einem Umlauf 
und drei Kugeln. Die Formel 5 geht für diesen Fall über in 

1 I 1 — 1 



-^-t**-**-- 



Druck von B. O. Ttobntr In Drta4«ii. 




W^n VI 



